Introduction au T.E.F. V.1

IV. ANALYSE DE RESEAUX SIMPLES — CELLULES R-C

IV.1. INTRODUCTION

Onaborde la fabrication de modeéles raccordables a travers une représentation nodale de problemes de con-
ductionthermiquedes plus simples.

Le premier systeme quious servira a introduire les objets génériques du formalisme est constitué par un
modélenodal de conduction thermique d’'un mur mono—dimensionnel soumis sur unefgaedaonnu®d sur
I'autre & un puitshermodynamique a température constagte T

®d (t) et To sontles deux grandeurs indépendafdesditions aux limites) du probléme. Le mur est décompo-
séen deux couples R—C (fitv.1).
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FigurelV.1

Lesmodéles classiquement utilisé pour I'étude sgaux électriques sont ici de quatre sortes:
e un générateur de courant—fldx
¢ unesource de potentiel.T
» descapacitances;C
e des conductances th; = 1/R))
Pourle TEF, on a trois sortes d'objets élémentaires:
« desconditions indépendante®; T
« des cellules : les modéles comportant une équation d’'évolution (régie par des EDP en temps)

« dedransferts: les modéles stationnaires dont les équations expriment des contraintes instantanées entre
lesgrandeurs physiques «transférées» entre les cellules et les variables d’état desamfiattées.

e . . dT; : .
Ainsi, les objets «capacnances»ca‘ = z @i ) sontdes cellules, de variable d’état:l&s conduc-
i

tancesh sont des transferts(: ¢; = h x (T;—T; ). Ces définitions seront généralisées pauite.
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IV.2. MODELE SIMPLE DE CELLULE :

La cellule la plus simple que nous allons considérer comme exemple a des variables d’états qui évoluent
selonune équation di¢érentielle ordinaire du premiére ordre. C’est le cas de I'évolution de la tension a travers
le condensateur dans un circuit R—C (fig2)v
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Figure IV.2

Cettecellule sera composée uniquement de la capacitance C:

Sa variable d‘état T évolue seltaloi :
oT
C—() = i(t 1
- Z o0 @)

Z oi(t) : étantle bilan de flux aux bornes de la capacitance . Ces flux sont les variables de transfert connectés ala

cellule.

L'intégrationde type Crank—Nicholson (méthode des trapézes) sur un pas déteonmuita une relation
linéaireentre I'évolutiondT de la variable d'état de la cellule et les variables de tradgfgrentre les instants
to et H+ot:

T = S 0p = Sl O @

qguel’'on rapprochera le I'équation générale:

Aaa 5;7)11 + Baf Kf = fa 6t (3)

C’est la forme canonique d'une équation d’évolution de cellule.

Onpeut considérer globalement que I'on a traité le modéle non pas comme siles conditiongim(les

étaientconstantesmais linéarisées sot, ce qui introduit une deuxieme inconndgedansl’équation (2)de la
cellule; c’est ce term@¢ quiraccorde la cellule au reste du systéme; @dux 0 ,la cellule est découplée du

systémeOn appell&dng, decla solution de (2pu z Opi(t) =0
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IV.3. MODELE SIMPLE DE TRANSFERT

Lemodéle le plus simple de transfert que nous puissions imaginer sera simplement constitué d’'une résistance
(conductancegomme sur la figure 3.
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Plusgénéralement le raccordement entre cellules festta€ par le choix d‘une variable de transigrou

d’ unvecteur de transfert ¢, @, ... ... ©n > pourun groupe de cellules ou de familles de cellules. Dans notre

exemplenous raccordons deux variables d’état en explicitant la contrainte statique entre elles et la variable de
transfert—flux:

P12 = N(T,-T) (4)

Aprésintégration:

—hoT, +hdT,+0¢p,, = 0 (5)
gue I'on rapprochera le I'équation générale:

ot D Ciu on, = (L+ D) & = O ot (6)
avec:ot Ci, = £ h Dy =0 ﬁfét =0

IV.4. RACCORDEMENT DES OBJETS PRECEDENTS

Reprenonge réseau R—C de la fig..IMdans lequel nous regroupons la source extéribwenstantelans
letemps et la capacitance @€ans la cellule; la capacitance£;la conductancejltetle puits (extérieur) de poten-
tiel T¢ constant dans le temps dans la celfué relions les entre elles par une conductancid 1V.4).
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Le choix dea etp comme cellules avec variables d'étatT T, entrainera le choix naturel du module de
raccordement précédent.

Leséquations du systeme sont les suivantes:

e pourles cellulesx etf:

aT
Cla_tl = O+ gy

aT, )
Cz? = 1+ (Tc—T)y)

e pour le transfert:

P12 = —pn = —hy(T,-Ty) 8

En écrivant (7kt (8)sous la forme canonique (&) (6):

ot
CoT, — ?6‘,021 = [® + ¢y(0)]0t
st )

(Co + 2T, + D opua = [pi(0) + AT~ Ot

hoT, — hdT; + dp1, = O (10)

Eliminons les variables d’état des cellules:

o + 0 ot
(5-'-1 - [ (le( )] (St + (5<P21—
C, 2C, (11)
0) + hy[T. — T,(0 St
oT, = ¢10) i _ 20)] 5t — O, _
C2 + hZT 2(C2 + h27
Onpose:
5T1,dec = —[q) +(;le(0)] ot
0) + T, - 40 (12)
OTpue = ¢12(0) [ c(; 2(0)] St
’ C, + hy%
c’est I'évolution qu’auraient les cellules si elles étaient découplées du systéme.
On reporte (1) dans I'équation (10jes transferts:
—h OT —hﬂé —h, OT. —hLé +9 =0 (13)
O 11 dec il 2C, P21 1 O 12dec 1 2C, + hz% P12 P12

guel'on peut résoudre edp,, et qui une fois reporté da(kl) nous donne I'évolution des variables d’état
descellules.

L'évidencede ce découpage en cellules et raccordement par un flux provient de la représentation «nodale»
(lumped)qui a explicitementnodularisé le systéme.

D’unefagon générale, nous avons constaté que les formulations intégrales étaient bienadafieésu
réciproquement). Mais le TEF est aussi trés utile pour d’autres approches.

Nousallons a présent introduire les notations matricielles du TEF et montrer les liens entre découpage, rac-
cordementtles formulations du systeme résultant.
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IV.5. FAMILLE DE DEUX CELLULES AVEC DIFFERENTES MODALITES DE RACCORDEMENT

IV.5.A. Considéronsin circuit R—C élagi a quatre capacitances et conductances. f@cteé cette fois—ci
undécoupage dsysteme en deux cellules comme sur lafigur® bl les cellulea et ont deux variables d'états
chacuneCeci entrainera comme auparavi@nthoix d’'une variable de transfepbs de type flux qui connecte
certaines variables d'état de chacune des deux cellideB.
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Lesvariables d’état des deux cellules seront représentées par deux veﬂe@rs[P] ety; = [?’]
2 4

etlavariable de transfert e$ps.

Leséquations canoniques des deux cellules seront alors:

* Pourla cellulea:
C, 0| _9ot] h -h - _ot]o
[o cz] 2[—h1 h| | "2 | 1] 0=

_ -h, h| - O o |ad/at 0
= 5t[ hi —hi] ﬂa+5t|:0:|+7|: o | tot|_q]| ez (14)

* Pour la cellule3:
C; 0 _Ot| hy —h . otf-1
[o c4] 2[—h3 h+h| | 7% "2 | 0] %77

- —h, hy | - 0 1
= ot [ s —h3—h4] T + Ot [hﬁc] + ot [O] 23 (15)
L'équation de transfert sera:

—h, 10| 87, + |h, 10 ;| + g = O (16)
[[-h. : o b 0] o]
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Nousutiliserons systématiquement la letireour représenter les variables et vecteurs de transfert etle sym-
bolen pour décrire les variables et vecteditats des cellules.

IV.5.B. Considéronsin systeme semblable au précédant mais avec un découpéagmtl{figure 1\6). On
introduit un autre genre de variable de transfert de type température T (ou potentiel).
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La cellulea possede deux variables d’étatset T, tandis que la cellul@ a pour seule variable d'éta.T
T¢ = Tz est la variable de transfert correspondané découpage.

On définit les vecteurs d'étaty, = [E] etn; = T, .Les équations canoniques des cellules seront:

* Pourlacellulea:

col_otf n —n]|,-_ot[o
[o cz] 2[—h1 hthy| | 07 2| h| 0T

— —h1 hl 7 _(I) (5_t2 aq)/at 0
6t[ h, —hl—hz] 7, + o0t 0] + > 0 + ot h, T, a7

e Pourlacellulef:
ot ot -
C, - ?(h3+ hy) | onp — 7(_ hy) 0T, = Ot (~hs—hy) nz + ot h, T, + St hy T, (18)

L'équationcanonique de transfert est dédame:
ot ot - ot ﬁ
Cs—— (ha+hy) | 0T, — —[0: =hy] O — —(=hs) I7p
2 2 2
= Ot [0:hy 5, + St (=hy) 75 + Ot (=h,—hy) 4T, (19)
Cependanbien que ce modéle de transfert soit tout a fait acceptable formellement, il déroge a la dissymétrie

cellules—transferfgrécédemmerintroduite, I'équation de contrainte des transferts étant non statique. Nous ver-
ronspar la suite qu'il correspond a un macro—objeT &k, une C—famille.
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IV.5.C. Considéronda figure I\.7 avec un nouveau découpage du systéme.
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FigurelV.7
Avec cette répartition la variable de transfert est le vecfgur: [?]
3
Leséquations canoniques des cellules sont:
e Pour lacellulea:
ot _ ot . - e
Cl—Ehl 6na—7[—h1 0] 6T, = ot (=hy) 5, + ot [®:0]+ 6t [h:0]T, (20)
* Pour la cellule:
ot _ ot .
= Ot (~hy—hy) 7, + Ot hy T, + 0t [0:hy| T, (21)

L’équation de transfert est:
C. 0 _ﬁ hy+h, —h *_ﬁ -h *_ﬁ 0 -
[o cs] 2 [— h,  hprhy| [0 T2 0 | TG | —h| O

= —h—h, h [ h | - + 0| - 22
ot [ h, —h,—h, T, +0t 0| 7 ot he | 75 (22)
Le critére de choix d'une variable de transfert dans les cas précédants était simplement celui d’'une variable

qui relie au moingine variable d’état de chacune des cellules.

Onpeut a partir de ces découpages du systeme apprécier I'idée du raccordement, qui a reconstitué la dynami-
quedu systéme complet a travers deurtsfdu raccordement:

« 1-Léquation d'évolution linéariséde la cellule traduit I'influence de la variation des transferts con-
nectéssur I'évolution de I'état de la cellule.

» 2-Léquation de contrainte des transferts fait dépendre I'évolution des tradsfedke des états des
cellulesconnectées. On peut les considérer comme une extension de la dualité action—réaction.
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IV.6. MODE DE REPRESENTATION TEF DES CELLULES DE RACCORDEMENT

Dansles trois cas précédents A, B et C le systdidguation a toujours été bi—dimensionnel et la solution
auraittoujours exigé l'inversion d’'une matrice de dimension 2x2.

Il est possible cependant d’opter pour un découpage avec une cellule ayant trois variables d’états, I'autre
ayantune seule. Le transfert serait de type flux comme au claa golution du systéme d’équations aurait néces-
sitél'inversion d’une matrice ddimension 3x3 .

Un autre cas aurait été d’avoir une seule cellule avec quatre variables dié®isTE, T4. La solution de
la seule équation du systéme aurait nécessité I'inversion d’'une matrice de dimension 4x4 en donnant la solution

deson vecteur d'état en ses quatre composadigesdTy, 6T3, 0T 4.
L'un des criteres de découpage du systeme repose ainsi sur la dimensionnalité du systeme a résoudre.

Nousallons maintenant introduire progressivement I'analyse hiérarchisée associée auaveFrsda no-
tion de famille, qui regroupe des cellules et leurs transferts internes.

Lesquatre cas précédants sont décrits de la méme fagola définition implicite d’'une seule famille U
commesymbolede I'ensemble des objets du systéme (U pour Univers).

Lafamille qui regroupe cellules et transferts est placée haut dans le schéma. Chacun des cas pstcédents
représent@ar une seule famille U distincte (figure 8y

Figure I8

IV.7. RESOLUTION DES SYSTEMES PRECEDENTS

Larésolution de chacun des systémes précédents est conduite formellement deficom@ereéliminant
lesvariables d'état de I'équation de transfert & partir de leurs équations de celédestibn résultante dite «
placéesous U» est de la forme :

U] 69, = A ou A est un vecteur connu. (23)

Larésolution de ce systéme linéaire fouddit, et les variables d’état s’obtiennent en résolvant un systéme
linéairepar cellule:

Aon =Tot — B 0¢), (24)
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IV.8. LE DECOUPAGE DU SYSTEME EN FAMILLE — CREATION DE FAMILLES HIERARCHI-
SEES

Unevariante de découpage du systéme précédant consiste en quatre aydinleme variable chacune .
Les quatre cellules, B, y, dsontreliées entrelles par des transferds, ¢g, ¢y (figure 1V.9).
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Regroupongescellules arbitrairement par paquets de 2 .

Larésolution du systeme découpé selon la figur@w® conduire naturellement au concept de hiérarchisa-
tion.

Leséquations des cellules sdas suivantes :

o Cellulea: C, 0T, — % Op; = [Viley Ot (1)
ot ot

« Cellulep: C, 0Ty + = S = dpy = [Vseyy O )

. Celluley: C, 0T, + % Sy — % 0pg = [V, ]y O 3)

+ Cellules: [C4 - %m] 0T, + % 0pg = Vsl Ot (4)

0U Vil + [Vig + [Volety €1 [Voly SONE des termes connuspale temps de départ de I'évolution.

Les équationsdes transferts sont:

—h, 6T, + h, 0T, + dp; = 0 ©)
—h, 6T, + h, 6T; + dpy, = 0 (6)
—h; 0T + hy 0T, + Sy = 0 @)

Pourlarésolution de ce systéme, nous allons opérer une hiérarchisation des 7 inconnues en plagant au niveau
inférieurles quatre états des cellules, que nous éliminetessrois équations de transfert.
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. . i (St hl 6t hl
; “ll-7 ¢ 32¢
apres avolr pose A(aﬁ) |: 2 C 2 CZ]

ot h
we[3e]

hy h
Fepy =0t |— V,.——V,
@) [01 c ﬁ]

L'élimination dedTq etdT, de I'équation (5par les équations (&) (2)des cellulest etf3 donne I'équation
résultante:

Aup Op; + By 0py = Ty (8)

Cetteéquation montre une similarité formedleec les équations d’évolution des cellules. On peut assimiler
cetteéquation a une équation canonique de I'évolution de la faindile a une variable d’'état de ceftamille
etddy asa variable de transfert.

ot hy ot h

Nousposerons également: =11- -
P J Aoo 2 C; 2C,—%h,

h h

r(y(;) = (St é Vy _C4——35—th4 V(5
2
_ 6t h2
Ag = [2 Cz]
ot h

A(V) = I:E 623:|

ot h, oth,
By =|1-— =2 - =2
@) [ 2 C, 203]

Ig, =0t |—=— V,—— V.
®y) |:C2 B C3 V:|

Etavecces notations I'élimination dd 3 etdT 4del’équation (7)donnera I'équation suivante qui constitue
I'égquationd’évolution de la familley:
Ays) 0pg + By 0oy = L) ©)
L'équation «d'archi—-transfert» &y estdérivée de I'élimination d&T, etdT3 del’équation(6):
Ap 0pr + Ay 0pg + By, opy = Ty (10)

Dansles deux équations précédentes les termes de droite dépendent comme dans les équations des cellules
devaleurs connues au temps t
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La deuxiéme étape de la résolution va consister a hiérarchiser les trois transferts en placant leisdamilles
g sous la familldJ.

Onélimine don®¢s etddy de (10)a partir de leurs expression issues destg)pour obtenir I'équation
sousU.

[B«fy) — (Aap)™ A By — Apo)™ Ay B(y)] 0pu = Ty = Aap)™ Ap) Diapy = Auo)™ Ay Tn) (11)

L'équationrésultante n'a plus qu’une inconndyyy, associé@ la familleU regroupant deux objets: les fa-
millesf etg, structure correspondant au sché&uavant (figure 1V10):

O'® O'G

ReprésentatioMEF du systéme de la figure.®v

Figure 110
Onvoit ainsi apparaitre une possibilité de systématisation conduisant a la construction d’une hiérarchie des
inconnuesiu systeme, représentée par un arbre. Les principaux ingrédients du TEF sont ainsi introduits.

Surleplan numérique, le résultat de I'élimination emboitée est la réduction de la dimensionalité des matrices
amanipuleret évoque ainsi un domaine que nous aurons I'occasion de comparer a I'analysauie-la dé-
compositionde domaines.

RESOLUTION FINALE

Aprésl’étape montante de I'élimination emboitée, il reste a «redescendre» jusqu’au calcul desdéeteurs
tats.L'équation (1) donneddy:

_ Ty — Aaw)™ Ap T = Bo)™ Agy Tony (12)
Ben — Aup)™ Ap B — (Aoe)™ Ay By

Puisau niveau inférieur les transfeftetg a partir des équations (8) (9)

U

00 = (Awp)™ Tiapy — (Awp)™ By Oy (13)

00y = (Ays)™ Toy — (Ape) ™ Bgy Oy (14)

Enfin, on peut calculer les quatirconnues restantes en reportant ces valeurs dans les quatre équations (1)
a(4) des cellules.

Cette résolution a deux passes, I'une montante, I'autre descendante, baptisée «navette ZOOM», constitue
le coeur du solveur de ZOOM.



