
Gains et Lotka{Volterra
Mars 2006Appliation de la Boreleig de Mini ker �a l'�etude d'un mod�ele ave transitionstatique{dynamique.1 Introdution au mod�ele pr�edateur{proieOn �etudie le mod�ele aux variables r�eduites8<: �tx = ax� a'�ty = �y + '' = xy (1)o�u x repr�esente la population servant de viande �a y1. En l'absene de pr�edateur, laproie prolif�ere ind�e�niment, alors que le pr�edateur sans viande d�ep�erit (et peut êtreamen�e �a se ouvrir de ridiule). Une renontre se traduit par une perte pour l'un etun gain pour l'autre.Ce syst�eme poss�ede un seul point d'�equilibre non trivial en (1; 1). Sinon, ilreste sur une trajetoire p�eriodique en forme d'�uf. Dans le mod�ele de Mini ker,on a introduit un transfert des renontres ' = xy. On �etudie le syst�eme desgains et r�eponses assoi�e �a e transfert en exploitant la tehnique Boreleig (fpapier E�uents). On reprend d'abord des r�esultats aniens ayant permis de v�eri�erl'int�egration num�erique des propagateurs dans Mini ker, en parall�ele �a la r�esolutionanalytique dans le as de l'�equilibre { o�u le syst�eme est lin�eaire �a oeÆientsonstants. On passe ensuite a l'analyse du as non{lin�eaire.2 L{V au point d'�equilibreDans e as, la matrie d'avane est a oeÆients onstants :Aspha = �0 �a 0 � (2)et la d�eomposition en �el�ements propres am�ene au alul du propagateur d'�etat :�(t) = 12i! � pa pa�ip ip� �exp i!t 00 exp�i!t� �ip �paip pa � (3)1Toute ressemblane ave des ateurs de la vie politique fran�aise ne peut être que fortuite,ndlr (Al1, insete de l'unsete). 1



ave ! = pa, qui donne �nalement�(t; 0) = � os!t � a! sin!t! sin!t os!t � (4)L'int�egration du SLT dans Mini ker est e�etu�ee omme dite dans la texte sur lesPropagateurs, et est bien sûr parfaite, on donne ii un point de vue graphique enportant l'�uf de V{L �a di��erentes C.I. perturb�ees par rapport �a (1; 1), ompar�ees�a leur propagation par �(t; 0). On onstate que le propagateur permet enore de
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"res1p1.data" u 2:3
"phit11.data" u (0.1*$2+1):(0.1*$3+1)
"phit11.data" u (0.1*$4+1):(0.1*$5+1)

"res11p.data" u 2:3

Fig. 1 { Trajetoires diretes et propag�ees. Int�erieur (1.1,1), ext�erieur (1,1.1).suivre qualitativement une perturbation de 10%.Dans le as lin�eaire, on a int�egr�e le syst�eme (92/e�)1 donnant la r�eponse de typeg1� g , et l'adjointe au transfert ave r�eponse int�egrale, pour obtenir la �g. 2. Onpeut ainsi onstater la validit�e num�erique de la orrespondane entre r�eponse de lavariable �a un step (	t) et r�eponse de son int�egrale �a un pulse (wadj)2.On a aussi d�ej�a montr�e que l'on a~�(�) = nXi=1 < y j ei >< b j fi >�� �i ~u(�) (5)o�u � est la variable de Laplae, que l'on obtient par d�eveloppement sur les �el�ementspropres de la matrie Aspha. Cette d�eomposition est exploit�ee par Mini ker dans laroutine Boreleig qui fournit alors :gain(tau)=-1.5*tau/(1.-1.5*tau)+7.E-01*tau/(1.-(-7.E-01*tau))gain(t)=-(1.*(1.-exp(1.5*t))+1.*(1.-exp(-7.E-01*t)))1toutes les r�ef�erenes externes onernent le papier E�uents.2la r�eponse 	t $ g1�g alors que wadj $ 11�g .2
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"wadj11.data" u (100-$1):2
"psit11.data" u 1:($2+0.9)

Fig. 2 { R�eponse et variable adjointe d�eal�ees pour visualiser l'�eart.rep(tau)=tau*(-8.E-1*(1.-0.*tau)-2.1*tau)/((1.-0.*tau)**2+(1.024695*tau)**2)rep(t)=(2.*os(1.024695*t)-7.807201E-01*sin(1.024695*t))*exp(0.*t)-2.o�u � est la variable de Borel (on a un peu tronqu�e les printouts verbeux des formules).La fontion de gain poss�ede ainsi deux pôles simples (�), alors que la r�eponse estosillante ave sa paire non amortie1. Ce r�esultat peut surprendre et on peut retenirque le gain semble un omposant �el�ementaire de la r�eponse. En e�et, la s�erie in�nieg + g2 + g3 + ::: onstituant in �ne la r�eponse g1� g , s'obtient en r�e-injetant enboule ouverte la perturbation du transfert ad in�nitum. Cette interpr�etation sera�a revoir dans le as non-statique.Les valeurs num�eriques sont onformes �a la solution analytique, ave a = 1:5 et = 0:7 qui donnent ! = 1:024695. Par ailleurs, les formules fournissent la mêmer�eponse que les �g.2.3 Le as hors d'�equilibreLe syst�eme hors d'�equilibre (�g. 3) parourt son �uf et les oeÆients desmatries jaobiennes essent d'être onstants (ils sont ependant p�eriodiques). ON aaussi tra�e le nouveau �(1; 1), les autres omposantes variant de mani�ere semblable.Sur la ourbe ave les boites, on part de (1:5; 1:5). On a normalis�e � pour repr�esenter(en (1:5; 1:5)) les variations de C.I. de �5% { ii, don, en x seulement. La trajetoireest parourue dans le sens horaire, et alors haque boite repr�esente la position dupoint entral dans la limite de ette perturbation initiale. Chaque boite donne donla variation de la trajetoire mais uniquement en e qui onerne le nombre de lapinsquand on a modi��e ette population initialement ($ �(1; 1)).1ne pas onfondre ave elle de Danton, que les plus jeunes demandent aux autres.3
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"<head -2000 phit152.data" every 100 u 6:7:(0.1*$2+0.1*$3):(0.1*$4+0.1*$5)
"<head -2000 phit152.data" every 100 u 6:7

"<head -2000 res.data"  u 2:3

Fig. 3 { Un yle en 20 points ave propagateur d'�etat boxed.Au �l du temps, on onstate que �(1; 1) roit en osillant (�g. 4. Commentonevoir ette divergene alors que de nouvelles C.I. donnent enore un �uf ? Parle fait que e yle \perturb�e" est parouru ave une vitesse di��erente, et que lepropagateur ne donne pas une distane entre deux �ufs mais l'�eart entre deuxpoints ourants, qui va en e�et onstamment augmenter. On verra une illustrationde e point en analysant les Lyapunov du syst�eme.
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"<head -4000 res.data" u 1:2
"<head -4000 res.data" u 1:3

"<head -4000 phit152.data" u 1:($2+1)

Fig. 4 { Trajetoire et propagateur.Le gain SLT (par Boreleig) est int�eressant : les deux pôles r�eels restent en a = 1:5et � = �0:7, seules les amplitudes osillent (�g. 5). Il est peut-être utile de bienvisualiser e qui se passe : 4
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"<head -100 vpgains.data" u 1:4
"<head -100 vpgains.data" u 1:8

"<head -100 vpgains.data" u 1:10

Fig. 5 { Amplitudes sur les deux pôles du gain(�) et gain statique (� = 0 in (3)).gain(t) = -(+1.500000E+00*(1.-exp(1.5*t)) + 1.500000E+00*(1.-exp(-7.0E-01*t)))gain(t) = -(+1.613501E+00*(1.-exp(1.5*t)) + 8.815604E-01*(1.-exp(-7.0E-01*t)))gain(t) = -(+1.416833E+00*(1.-exp(1.5*t)) + 5.467418E-01*(1.-exp(-7.0E-01*t)))gain(t) = -(+1.135938E+00*(1.-exp(1.5*t)) + 4.262787E-01*(1.-exp(-7.0E-01*t)))gain(t) = -(+8.892381E-01*(1.-exp(1.5*t)) + 4.233493E-01*(1.-exp(-7.0E-01*t)))gain(t) = -(+7.085236E-01*(1.-exp(1.5*t)) + 5.100104E-01*(1.-exp(-7.0E-01*t)))gain(t) = -(+5.977758E-01*(1.-exp(1.5*t)) + 7.005600E-01*(1.-exp(-7.0E-01*t)))gain(t) = -(+5.617340E-01*(1.-exp(1.5*t)) + 1.028866E+00*(1.-exp(-7.0E-01*t)))gain(t) = -(+6.250628E-01*(1.-exp(1.5*t)) + 1.497227E+00*(1.-exp(-7.0E-01*t)))gain(t) = -(+8.497537E-01*(1.-exp(1.5*t)) + 1.925245E+00*(1.-exp(-7.0E-01*t)))gain(t) = -(+1.113561E+00*(1.-exp(1.5*t)) + 1.954280E+00*(1.-exp(-7.0E-01*t)))ave les fontions du temps qui �evoluent, arat�erisant le SLT par le gain statiqueourant de la �g 6. On onstate que le pôle positif l'emporte d�es le d�emarrage et quele gain reste positif. Comment interpr�eter e gain ? On perturbe le syst�eme en jetantdes poign�ees de lapins sur les renards en ontinu, et on regarde omment hange larenontre sans que e hangement se r�eperute. En tout point de la trajetoire ettepro�edure m�ene a disparition des lapins sans ompensation non-L. On doit pouvoirdire que le SLT est partout instable ( ?).Gain et r�eponse non-LOn peut remarquer que le mod�ele analys�e nous fait revisiter les notions degain et r�eponse sur un syst�eme non dissipatif, et nous fait sortir de l'approhelog-Borel traditionnelle �a l'unsete. On a hoisi e syst�eme dans e but d'�etudierune dynamique \dynamique", dont les arat�eristiques sont profond�ement modi��eesle long d'un yle. Il est lair que l'approhe d'un tel syst�eme est mieux ibl�ee parelle de Floquet, que nous aborderons plus loin. Oubliant don �a e moment l'aspetp�eriodique, on a un syst�eme g�en�eral dont la r�eponse de la variable test ' �a la fontion
5
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"<head -300 gainslt.data" u 1:2
"<head -300 gainslt.data" u 1:4
"<head -300 gainslt.data" u 1:6
"<head -300 gainslt.data" u 1:8

"<head -300 gainslt.data" u 1:10
"<head -300 gainslt.data" u 1:12
"<head -300 gainslt.data" u 1:14
"<head -300 gainslt.data" u 1:16
"<head -300 gainslt.data" u 1:18
"<head -300 gainslt.data" u 1:20

Fig. 6 { Gains SLT le long d'un yle.perturbatrie u(t), appliqu�ee en t = 0, est�(t; 0) = < y(t) j Z t0 �(t; �) j b(�) > u(�) d� (6)Cette fontion � est ainsi �a la fois la r�eponse de ' �a la fontion perturbatrie u(t),et la d�e�nition d'une \sensibilit�e anonique de r�etroation" lorsque u = �(t� 0+).Cette sensibilit�e est partiuli�ere par le fait que la variable d'observation est elle quiest diretement perturb�ee, e qui orrespond �a la notion de r�etroation. La r�eponsedes �etats est donn�ee pars(t; 0) = Z t0 �(t; �) j b(�) > u(�) d� (7)On obtient es fontions par int�egration le long de la trajetoire �duiaire end�erivant les �equations pr�e�edentes par rapport au temps. On obtient ainsi, soit :�ts(t) = As(t)+ j b > �(t); s(0) = 0;�(t) = < y j s(t) + u(t) (8)soit ave un hoix di��erent de � :�ts(t) = As(t)+ j b > �(t)+ j b > u(t)℄; s(0) = 0;��(t) = < y j s(t) (9)On peut remarquer que la r�eponse asymptotique s'obtient en prenant � = 01, et queson amplitude d�epend de TOUS les pôles, y ompris les plus rapides.Qu'en est-il du gain non-L dans notre L-V ? Merde, on l'a pas enore �adisposition. Regardons don une r�eponse SLTC, �g. 7.1d'apr�es le th�eor�eme entral limite limt!1 f(t) = lim�=0� ~f(�), ave u(t) = �(t� 0+) A 1� .6
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"<head -2500 psit.data" u 1:2
"<head -300 repslt.data" u 1:(1*$2)

"<head -300 repslt.data" u ($1+2):(1*$11)
"<head -300 repslt.data" u ($1+4):(1*$21)
"<head -300 repslt.data" u ($1+6):(1*$31)

Fig. 7 { R�eponse non-L ave quelques unes SLT en leur point de d�emarrage.Sur ette �gure, on a la r�eponse non-L1, ave quelques r�eponses-SLT d�emarrant�a leur point (pour elles initial) de la trajetoire. On peut s'�etonner de la di��ereneau point (t = 6) entre la r�eponse non-L provenant de z�ero et la L loale, beauoupplus alme. Il sera n�eessaire d'explorer en ommun le sens de e genre de r�esultatque donne L-V, qui ressemble ii �a une aumulation d'�energie potentielle aumul�eeavant t = 6, que ne peux d�elenher la r�eponse 6.
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"<head -300 repslt.data" u 1:(10*$2)
"<head -300 repslt.data" u 1:(10*$6)

"<head -300 repslt.data" u 1:(10*$10)
"<head -300 repslt.data" u 1:(10*$14)
"<head -300 repslt.data" u 1:(10*$18)
"<head -300 repslt.data" u 1:(10*$22)
"<head -300 repslt.data" u 1:(10*$26)
"<head -300 repslt.data" u 1:(10*$30)
"<head -300 repslt.data" u 1:(10*$34)
"<head -300 repslt.data" u 1:(10*$38)

Fig. 8 { S�erie de r�eponses-SLT.La Figure 8 montre un spetre plus large de r�eponses-SLT, qui montre qu'en e�etle syst�eme passe par des modes d'instabilit�es tr�es vari�es, suivant la rue et d�erue dunombre de proies et pr�edateurs. On pourra tenter en assembl�ee l'interpr�etation de1de type g1� g , que je propose d'appeler \e�et en retour".7



es arat�eristiques du point de vue des �ethologues. On voit la enore que la r�eponseL donne et e�et d'aumulation d'instabilit�e potentielle, nettement plus aus�eequ'en non-L.Et en�n disponible grâe �a la diligene du 12 Janvier, on peut admirer uneomparaison entre slt-gains et slt-e�(et-en-retour) le long de l'e� non-L sur la �g. 9.ei s'obtient �a pr�esent rapidement ave le path gsrun, smod gsrun.
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"../predator/psit.data" u 1:2
"vpgrun.data" u 1:2

"vpgrun.data" u ($1+4):12
"vpgrun.data" u ($1+6):17

"vpgrun.data" u ($1+5.2):16
"vpfrun.data" u ($1+5.2):16

"vpfrun.data" u ($1+6):17
"vpfrun.data" u ($1+4):12

"vpfrun.data" u 1:2
"vpfrun.data" u ($1+2.4):8

"vpgrun.data" u ($1+2.4):8

Fig. 9 { SLT-e�et-en-retour(t; t + �).Il est �a noter que l'e� slt (non-L) n'est omparable qu'aux deux autres enz�ero. Il apparâ�t alors tr�es nettement que les deux e� ollent beauoup mieux pluslongtemps que le gain, histoire de justi�er le sh�ema d'int�egration temporelle duTEF. En e�et, e sh�ema peut être vu en tant que propageant une perturbationg(�(t); '(t)) appliqu�ee aux �etats. Mais vu d'un transfert omme elui de la �gure,le moteur de propagation des perturbations est le même.
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Comparaison fontions-SLT et SLTCvers une arat�erisation de l'aspet non-L de stabilit�e ?Remontrons quelques r�eponses-SLT le long du transfert \renontres", �g. 10.
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"<head -1500 tr.data" u 1:(0.1*$2+1.5)
"<head -200 repslt.data" u 1:(0.1*$2+1.72)

"<head -200 repslt.data" u ($1+2):(0.1*$12+1.54)
"<head -200 repslt.data" u ($1+1.2):(0.1*$8+1.58)
"<head -200 repslt.data" u ($1+4):(0.1*$22+1.55)

"<head -200 repslt.data" u ($1+2.8):(0.1*$16+1.54)
"<head -200 repslt.data" u ($1+5.2):(0.1*$28+1.64)

Fig. 10 { S�erie de r�eponses-SLT ave le transfert.On montre aussi une omparaison des r�eponses non-L (SLTC) ave les r�eponsesBorel (lin�earis�ees ou SLT) en quelques points hoisis du yle (�g. 11). On a ainsi
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"psit0.data" u ($1+0):2
"<head -900 psit1.data" u ($1+1):($2-2)

"<head -800 psit2.data" u ($1+2):($2-2.5)
"<head -800 psit3.data" u ($1+3):($2-3)
"<head -700 psit4.data" u ($1+4):($2-5)

"<head -600 psit5.data" u ($1+5):($2-12)
"<head -500 psit6.data" u ($1+6):($2+3)

"<head -400 psit7.data" u ($1+7):($2+15)

Fig. 11 { S�erie de r�eponses non-L (SLTC) en fontion du d�emarrage de laperturbation.la variation de la r�eponse non-L en fontion du point initial du yle, et par ailleurs9



la variation de la r�eponse L. Peut-on dire au vu de es �gures que l'on illustrelairement les points o�u s'expriment la non lin�earit�e, ertainement, mais �etais-ebien utile ? La non-L (onentr�ee ii dans le seul transfert) serait-elle plus �nementsignal�ee par une di��erene entre les deux types de r�eponse ? On doit avoir le droit
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Fig. 12 { Di��erene entre r�eponse L et non-L.de dire que l'�eart relatif fournit un rit�ere ad�equat de non-lin�earit�e de la r�eponse,omme dans la �g. 12 au point initial (1:5; 1:5). Alors, �a 20% pr�es, on en d�eduiraitque les pôles d�erivent orretement au premier ordre le syst�eme perturb�e sur unepetite moiti�e du yle (la p�eriode est de l'ordre de 6:4) ?N'est-e pas, en d�epit de son apparente insigni�ane, une ontribution majeure�a la ompr�ehension des syst�emes non-L ?1

1mais qui peut me dire pourquoi j'ai l'impression de ramer dans la semoule ?10



Exposants de Lyapunov et r�eponse-e� non-LJuste pour l'instant pour satisfaire les urieux, les deux Lyapunov �a l'horizonasymptotique, �g 13, laissent deviner que le positif onverge �a z�ero.
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"lyapunov.data" u 1:2
"lyapunov.data" u 1:3

Fig. 13 { Les deux Lyapunov du syst�eme par SVD et limt!1 1t log(w).A voir la �g. 14, il semble bien que la roissane asymptotique devienne lin�eaire.
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Fig. 14 { Le Lyapunov positif alg�ebrique du syst�eme par limt!1 wt .
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Cette tendane lin�eaire semble être en e�et elle de l'enveloppe de la r�eponsenon-L, �g.15. On a tra�e des parties partielles (every) qui mettent en �evidene des
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"sigma.data" every 24 u 1 :2
"sigma.data" every 27 u 1 :2
"sigma.data" every 25 u 1 :2
"sigma.data" every 26 u 1 :2
"sigma.data" every 23 u 1 :2
"sigma.data" every 22 u 1 :2

Fig. 15 { R�eponse non-L de type 11� g hromatographi�ee.sortes de trajetoires surfant sur des seteurs du yle.
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