
�El�ements d'analyse des syst�emes non lin�eairesC�eline Conrardymars 2007Le su�es des pr�evisions m�et�eorologiques �a long terme passe par la onnaissanedes soures de variabilit�e d'un syst�eme haotique non lin�eaire au del�a de l'�ehelle detemps d�eterministe (environ 14 jours en m�et�eorologie). Les pr�editions op�erationnellestraditionnelles ont onnu des r�esultats int�eressants en utilisant des m�ethodes d'ensembleet de moyennes qui �eliminent une partie des utuations de hautes fr�equenes et herhent�a pr�edire la partie restante du signal dont les variations sont beauoup moins importantes[Seidman, Shukla℄. Th�eoriquement, la partie presque p�eriodique d'un ot, par exemplela variabilit�e intrasaisonni�ere peut être pr�edite sur un temps omparable �a sa p�eriode.En pratique, les m�ethodes statistiques atuelles omme la pr�evision par moyenne d�eal�ee(pr�evision s�equentielle) ont en g�en�eral �ehou�e [Kalnay & al℄. Les mod�eles auto r�egressifsbas�es sur la minimisation de l'entropie, oupl�e ave un pr�e �ltrage bas�e sur l'analysede spetre sont d'une grande utilit�e pour le d�eveloppement de pr�editions statistiques �along terme de la variabilit�e atmosph�erique et o�eanique. Un ertain nombre de m�ethodesde pr�evision non-lin�eaires ont �et�e introduites qui semblent bien s'appliquer aux signauxde faibles bruits obtenus par les mod�eles dynamiques d'ordres faibles ou les syst�emesexp�erimentaux simples [Farmer, Sidorowih, Casdagli℄. L'appliation direte de tellesm�ethodes aux observations atmosph�eriques ou aux mod�eles de simulation du limat n'apas donn�e de r�esultats probants [Keppenne & Ghil℄. Or nous pouvons onstater que lelimat, bien que d'une grande variabilit�e, pr�esente des aspets plus o�u moins yliques�a di��erentes �ehelles de temps. L'id�ee qui sous-tend ette �etude est d'essayer d'exploiteres di��erentes "pseudo-p�eriodes" de la dynamique atmosph�erique a�n d'en extraire del'information sur le omportement du syst�eme. Il existe une r�eelle di��erene d'approheentre d'une part l'approhe pr�editive point par point et l'approhe "modale" o�u l'onreherhe l'exitation de ertains "modes" de la trajetoire pouvant servir �a pr�evoir defa�on globale le r�egime d'�evolution future. Quelle r�ealit�e math�ematique peut-on donner�a es "pseudo p�eriodes" pour rendre ompte des di��erents "r�egimes" du limat ? L'objetde e rapport est de pr�eiser es notions sur des syst�emes haotiques simples ayant despartiularit�es yliques.1

1Al1 : outrepassant les limites restritives de l'exerie, le texte remis a �et�e par la suite abond�e dansl'int�erêt de l'unsete leteur. 1
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1 Th�eorie de Floquet1.1 Consid�erations g�en�eralesParmi les outils math�ematiques servant �a l'analyse de syst�emes poss�edant desp�eriodiit�es, la th�eorie de Floquet permet de tout savoir d'un syst�eme �a matrie d'avaned'�etat p�eriodique d�es la premi�ere p�eriode. On utilise ii et outil sur des mod�eles tr�essimples de la dynamique atmosph�erique.a. ProgagateurL'analyse de Floquet s'applique aux syst�emes dynamiques �tx = A(t)x lorsque lamatrie d'avane d'�etat au point ourant est p�eriodique : A(t+T ) = A(t) 8t. Elle permetde trouver une base de projetion de la trajetoire dans laquelle haque oordonn�ee est unetrajetoire p�eriodique ampli��ee (ou att�enu�ee) exponentiellement. Cei permet de voir latrajetoire omme la superposition de modes (les veteurs de Floquet) plus ou moins atifsselon la valeur du oeÆient d'ampli�ation (les multiplieurs de Floquet). Les propri�et�esdu propagateur assoi�e au syst�eme de Floquet sont lassiquement obtenus en onsid�erantla matrie X(t) des solutions fondamentales du syst�eme qui forment une base de toutesles solutions au syst�eme. Le propagateur est simplement d�e�ni par :�(t; 0) = X(t)X�1(0) (1)On a la relation : �t�(t+ T; 0) = A(t)�(t+ T; 0) (2)qui prouve que �(t + T; 0) est �egalement solution, et peut don s'exprimer dans la base�(t; 0) : �(t+ T; 0) = �(t; 0)M (3)o�u M est une matrie onstante (et r�eguli�ere, puisque les � le sont par d�e�nition).b. Veteurs de FloquetOn diagonalise1 le propagateur en t = T , e qui permet de d�eterminer les valeurspropres �i = e�iT �(T; 0) = Z e�TZ�1 = Z�Z�1Y (t) def= �(t; 0)ZY (0) = Z (4)La relation de Y (t) ave sa r�eplique �a t+ T est alorsY (t+ T ) = �(t+ T; 0)Z = �(t+ T; T )�(T; 0)Z= �(t; 0)Z e�TY (t+ T ) = Y (t) e�T (5)Par ailleurs, Y s'int�egre omme le propagateur, ar�tY = A(t)�(t)Z = A(t)Y (t) (6)1ette diagonalisation est toujours possible ave un alul mahine ar l'ensemble des matries nondiagonisables est de mesure nulle dans l'ensemble des matries.3



On onstruit �a partir des veteurs olonne de Y d'autres veteurs non amortis, e sont lesveteurs de Floquet. On obtient une matrie 	F que l'on d�e�nit en \d�es-amortissant" Yet dont les veteurs olonne sont les veteurs de Floquet.	F (t) def= Y (t)e��t (7)on obtient bien un veteur p�eriodique, ar :	F (t+ T ) = Y (t+ T ) e��T e��t= Y (t)e��t = 	F (t) (8)�t	F = AY e��t � Y (t)�e��t= A	F (t)�	F e�t�e��t (9)et du fait de la diagonalit�e des trois matries de droite, le r�esultat �nal est�t	F = A	F (t)�	F� ave	F (0) = Z (10)Ainsi, onnaissant la p�eriode T de la matrie d'avane de phase d'un syst�eme dynamiquelin�eaire, et ayant alul�e les veteurs propres du propagateur �a t = T , on est apabled'int�egrer en avant un ou plusieurs veteurs de Floquet. On a alors pour le propagateur :�(t; 0) = Y (t)Z�1 = �(t; 0) = 	F (t)e�tZ�1On peut ainsi arat�eriser la stabilit�e des syst�emes de Floquet en alulant � = 1T log �.Les valeurs propres �i sont appel�ees lesmultiplieurs de Floquet et sont uniques. Les �isont les exposants de Floquet et ne sont pas uniques dans la d�eomposition de Floquetpuisque si �i = �ie�i�i�i = ln(�i)T + i�i + 2k�Tave k un entier quelonque. De plus 	F et � sont en toute g�en�eralit�e imaginaires. Laroissane de haque veteur de Floquet au ours du temps est d�etermin�ee par la partier�eelle de l'exposant de Floquet orrespondant, et la fr�equene par la partie imaginaire.1.2 Analyse de Floquet des syst�emes p�eriodiquesa. Th�eoriePrenons un syst�eme p�eriodique r�egi par l'�equation :�t� = g(�) (11)Le syst�eme est p�eriodique, on a don par d�e�nition �(t+ T ) = �(t). Une perturbation surla trajetoire de r�ef�erene est r�egie par :�tÆ� = ��g Æ� (12)Ave Æ�(t) = �(t; �)Æ�(�) o�u �(t; �) est le propagateur et en posant A = ��g(�) on a :�t�(t; �) = A(t)�(t; �) (13)La matrie d'avane d'�etat au point ourant A est elle-même p�eriodique (8t; A(t + T ) =A(t)). On onsid�ere alors le syst�eme de Floquet de p�eriode T .4



b. Propri�et�e de la vitesse lorsque le syst�eme est p�eriodiqueLa "vitesse" du syst�eme est par d�e�nition V (t) = �t� et la p�eriodiit�e1 du syst�emeentrâ�ne V (t+ T ) = V (t). Comme par ailleurs�tV = �tg(�) = ��g(�) �t� = A(t)V (t) (14)on a que V se propage de la même fa�on que Æ�. On peut d�eduire de ette partiularit�eune propri�et�e de la d�eomposition de Floquet du syst�eme lin�eaire tangent dessyst�emes p�eriodiques, elle d'avoir unmultiplieur de Floquet �egal �a 1. En e�et, ona que V (t) = �(t; 0)V (0) est p�eriodique de p�eriode T. OrV (T ) = �(T; 0)V (0) = V (0)et don V (0) est veteur propre de �(T; 0) ave la valeur propre 1. Cette propri�et�e permetaussi de v�eri�er qu'un syst�eme de Floquet est un syst�eme p�eriodique de par l'existened'un multiplieur de Floquet �egal �a 1.1.3 Code dans Mini kerLa mod�elisation des syst�emes est g�en�eralement on�ue dans la perspetive desimulations num�eriques. Pour tous les aluls pr�esent�es dans e rapport, on a mod�elis�e lessyst�emes �etudi�es dans Mini ker qui est un environnement logiiel de type ZOOM simpli��e.Toutes les d�eriv�ees partielles n�eessaires �a la r�esolution du syst�eme sont e�etu�ees �a lapr�eompilation. Le programme prinipal de Mini ker est subdivis�e en moreaux, que l'onappelle s�equenes. On ode dans la s�equene $ZINIT les instrutions de dimension dumod�ele et son expression math�ematique. Puis dans les s�equenes $ZTEER et $ZSTEPintroduites en �n de la boule temporelle du programme prinipal, on peut e�etuer destests et aluls suppl�ementaires, interrompre la simulation...Pour le alul des veteurs et exposants de Floquet, on r�ealise la d�eomposition envaleurs propres du propagateur dans $ZSTEER pour d�eterminer la p�eriode T , les exposantsde Floquet � et Z. Ces aluls se font failement grâe �a la librairie math�ematique Lapak.Les valeurs sont stok�ees dans un �hier de sortie. Puis on utilise �a nouveau Mini kerprenant en entr�ee le �hier pr�e�edent pour initialiser �(T; 0) = Z dans le $ZINIT ete�etuer le alul 	F (t) = �(t; 0)Z exp(��t) en omplexe dans $ZSTEER.

1Prendre garde au fait que la p�eriodiit�e du syst�eme n'entraine pas la p�eriodiit�e des perturbations :Æ�(t+ T ) 6= Æ�(t) 5



2 Analyse d'artile : Etudes des osillations intra-saisonni�eres sur un mod�ele barotropeA quoi peut servir la th�eorie de Floquet dans le domaine de la pr�editionm�et�eorologique ? L'analyse d'un artile 1 de C.Strong, M.Ghil et F. Jin �emet des hypoth�esesint�eressantes quand �a l'interpr�etation physique pouvant être donn�ee aux veteurs deFloquet.a. osillations intra-saisonni�eresLe ph�enom�ene d'osillations intra-saisonni�eres dans l'h�emisph�ere Nord est unph�enom�ene bien onnu des m�et�eorologues. On peut l'observer sur de nombreuses variablesatmosph�eriques dont le moment angulaire global de l'atmosph�ere. En e�et, si le momentangulaire total de la Terre se onserve, e n'est pas le as de elui de l'atmosph�ere aril y a �ehange ave les ontinents et les o�eans : quand le vent augmente, la rotationterrestre diminue et vie-versa. Le moment angulaire global de l'atmosph�ere est don unbon indiateur de la dynamique atmosph�erique �a grande �ehelle. Les observations ontmontr�e des osillations de 40 jours autour de la valeur moyenne du moment angulaire,partiuli�erement en hiver et au d�ebut du printemps. Dans e qui suit, l'analyse deFloquet d'un mod�ele barotrope de l'atmosph�ere permet d'�etablir une orr�elation entrees osillations intra-saisonni�eres d'une p�eriodiit�e d'environ 40 jours et le yle annuelmoyen.b. mod�ele et analyse de FloquetLe mod�ele utilis�e est un mod�ele atmosph�erique barotrope dont l'�equation adimen-tionn�ee du ot atmosph�erique est :�t(�� �2)	 + J [	;�	+ 2�(1 + h)℄ = ���(�	� �	)� ��k	 (15)o�u 	� est un for�age p�eriodique.On g�en�ere grâe �a e mod�ele 100 ann�ees synth�etiques du limat, on onstruit le otd'une ann�ee moyenne 	p qui peut être onsid�er�ee en bonne approximation omme le motifr�ep�et�e d'un syst�eme p�eriodique. On lin�earise alors le syst�eme autour de e ot moyen. Uneperturbation initiale au ot moyen est r�egit par :�tÆ	 = (���2)�1 ��J(	p(t);�Æ	)� J [Æ	;�	p(t) + 2�(1 + h)℄ + ��Æ	� ��kÆ	� = LÆ	o�u L est un op�erateur lin�eaire.On int�egre ette �equation sur une base de veteurs initiaux, e qui permet d'obtenir lepropagateur �(t; 0). La d�eomposition en valeurs propres de �(T; 0) donne les exposantsde Floquet. Il suÆt ensuite de r�esoudre :�t	F = ��	F + L	F (16)pour obtenir les veteurs de Floquet. interpr�etation des veteurs de Floquet onduisant �a des instabilit�esEn prenant t0 = 15juin Strong et al trouvent trois exposants de Floquet de partie r�eellepositives. Il y a don trois modes instables. Le premier mode est osillant ave 1=�reel �egal�a 28 jours. La struture du veteur de Floquet assoi�e pr�esente une forte ativit�e en hiveret au d�ebut du printemps omme on peut le onstater sur la Fig. 1.1Intraseasonal Osillations in a Barotropi Model with Annual Cyle, and Their Preditability, 19946



Cei permet aux auteurs de onlure �a une instabilit�e prinipale de 28 jours de temps deroissane arat�eristique, �a l'origine d'une osillation intra-saisonni�ere, bien observ�ee, de40 jours de l'H�emisph�ere Nord (trouv�ee sur 	F (t)) et on�rme son ativit�e hivernale ausens large. La solution num�erique du probl�eme aux valeurs propres pour les exposantsde Floquet on�rme l'augmentation de l'ativit�e pendant l'hiver et fournit un moyende suivre la roissane et l'att�enuation de l'ativit�e intra-saisonni�ere via la struture duveteur de Floquet. Les auteurs de l'artile utilisent t le veteur de Floquet omme basepour des pr�editions �a 40 jours en utilisant un mod�ele auto-r�egressif de maximisationd'entropie(MEM).L'id�ee de base de es exp�erienes de pr�edition est que le omportement du veteurde Floquet est le même que elui de la omposante intrasaisonni�ere du mod�elenon lin�eaire omplet. Or, la m�ethode MEM ne donne pas de r�esultats satisfaisants pourle mod�ele omplet. Mais le fait que le veteur de Floquet soit r�egulier, osillant ave unspetre domin�e par les pis �a 40 et 365 jours rend la m�ethode MEM op�erationnelle sure veteur. D'apr�es les auteurs ette m�ethode s'est r�ev�el�ee tr�es eÆae pour pr�evoir lesanomalies de la fontion ourant de Lagrange pendant l'hiver. Toutefois, il faut garder �a

Fig. 1 { Moment angulaire du premier veteur de Floquet et struture de e veteur dansun diagramme de Hovm�ollerl'esprit qu'on analyse l'�evolution d'une perturbation le 15 juin par rapport au ot moyenannuel. Or il existe �a tout instant des perturbations par rapport �a e ot moyen et ileut �et�e int�eressant que les auteurs �etudient le veteur de Floquet ave un autre point de7



d�epart. Cependant la perturbation initiale �etant prise dans une p�eriode de faible ativit�eintra-saisonni�ere, l'analyse de Floquet permet d'�etudier l'ampli�ation d'une perturbationfaible e qui est oh�erent ave la logique d'�etude de stabilit�e.2.1 Lorenz 63 et Lorenz p�eriodiqueOn herhe �a appliquer les id�ees de l'artile pr�e�edent �a un syst�eme beauoupplus simple. Pour ela on herhe d'abord omment p�eriodiiser un syst�eme "presque"p�eriodique puis �a appliquer la th�eorie de Floquet. Cette �etude �a l'avantage de pr�eparer unalgorithme d'optimisation dont on utilisera une version plus omplexe au hapitre suivant.Le syst�eme �etudi�e est un syst�eme de dimension 3 : l'attrateur de Lorenz qui tientson nom du m�et�eorologue Edward Lorenz qui l'a d�eouvert et �etudi�e en d�etail. C'est unesimpli�ation �a l'extrême d'�equations r�egissant les mouvements atmosph�eriques. Lorenzles a promu a�n de mettre en �evidene sur un syst�eme simple la sensibilit�e aux onditionsinitiales qu'il avait observ�ee sur des mod�eles num�eriques plus omplets. Les �equationsorrespondent aux modes prinipaux des �equations de la onvetion de Rayleigh-B�enarddans lesquelles on onsid�ere un uide entre deux plaques port�ees �a deux temp�eraturesl�eg�erement di��erentes. Les deux plaques sont horizontales et la plaque la plus haudeest situ�ee en bas. On observe alors des tourbillons. Le omportement du uide est tr�esbien d�etermin�e par les �equations de la m�eanique des uides (�equation de Navier-Stokes,hypoth�ese d'inompressibilit�e du uide, �equation de la haleur).Ces �equations donnent le syst�eme r�eduit suivant :8<: �tx = Pr(y � x)�ty = rx� y � xz�tz = �bz + xy (17)ave y qui repr�esente la temp�erature et x la vitesse du uide. Pour les valeurs suivantesdes param�etres, on obtient un attrateur "papillon" :8<: Pr = 10 nombre de Prandtlr = 28 nombre de Rayleighb = 83 (18)On peut voir l'attrateur r�esultant de la r�esolution de e syst�eme sur la Fig.2 1 Le mod�ele deLorenz pr�esente le double avantage d'être un mod�ele simple et d�ej�a tr�es �etudi�e [Sparrow℄.Le mod�ele n'est pas p�eriodique, mais on peut onsid�erer qu'avant une transition, il estpseudo-p�eriodique. On va herher dans un premier temps �a le rendre p�eriodique.a. optimisation des param�etres en vue de trouver un syst�eme p�eriodiqueIl existe plusieurs m�ethodes de stabilisation d'orbites p�eriodiques instables. Lapossibilit�e de trouver une "fenêtre" dans la gamme de param�etres du mod�ele o�u l'orbitep�eriodique devient stable a d�ej�a �et�e disut�ee [Barreto℄. Cependant, la possibilit�e detrouver e type de "fenêtre" d�epend du nombre d'exposants de Lyapunov2 positifs del'attrateur et, si le premier est suÆsamment grand, la reherhe d'une telle "fenêtre"devient impossible3. Il existe aussi une m�ethode de stabilisation des orbites bas�ee sur unes�erie de transformations universelles, �a savoir des r�eexions et rotations dans l'espae quis'applique aux syst�eme de petites dimensions [Shmelher et Diakonos℄.1On essaie de remettre au goût du jour les �gures en relief �a la Morse & Feshbah ; il suÆt de tirerl�eg�erement les ommissures externes des yeux et de laisser gentiment les deux images se superposer pourvoir �emerger du relief.2Voir le hap.4 pour une d�e�nition des exposants de Lyapunov.3En e qui onerne l'attrateur de Lorenz, le alul des exposants de Lyapunov par rodution pr�esent�edans le rapport du premier semestre montre que e n'est pas le as.8
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zFig. 2 { Attrateur de Lorenz.On hoisit ii de r�ealiser un algorithme d'optimisation permettant de trouver la valeurdu oeÆient de Rayleigh pour lequel le syst�eme de Lorenz est p�eriodique.Pour ela l'algorithme herhe tout d'abord une valeur du point ourant !�(t) qui repasse�a proximit�e du point de d�epart !�0 puis utilise une routine Lapak donnant le veteur Xqui minimise la norme de : kAX �Bk (19)ave dans un premier temps A = �r !�(t) , X = Ær et B = !�(t) � !�0, (r �etant le Rayleigh).Le programme :{ Commene le alul de la trajetoire �a partir d'un point initial donn�e �a la main.{ Rep�ere le premier minimum de la distane au point initial.{ R�ealise la pro�edure d'optimisation du minimum : alul de Æ !�0 et Æ r{ Calule les exposants de Floquet et la matrie Z (�el�ements propres de �(T; 0)).{ Atualise les onditions initiales : !�0=!�0 +Æ !�0 et r = r + Æ r{ Imprime les valeurs des variables orrespondant �a la pseudo-p�eriode optimis�ee dansun �hier sortie (point initial, point �nal, Rayleigh, distane, pseudo-p�eriode, Z,multipliateurs de Floquet).{ R�eit�ere la pro�edure jusqu'�a e que la distane de fermeture de l'orbite soit inf�erieure�a une valeur seuil de 10�30.Ce syst�eme est p�eriodique pour : 8<: Pr = 10r = 24:07b = 83 (20)Pour v�eri�er que e r�esultat ne d�epend pas du point initial, on e�etue une optimisationen quatre dimensions (sur le Rayleigh et sur le point initial !� ).On a alors : A = 24� !�(t)� !� � !�(t)�r 35 (21)9



et X = "Æ !�Æ r# (22)On reonnait en � !�(t)�!� la valeur du propagateur.On peut v�eri�er la onvergene de l'algorithme sur la Fig. 3 o�u est report�ee la valeurdu Rayleigh �a haque it�eration de la pro�edure d'optimisation. Celui-i onverge vers 23,9.
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Fig. 3 { �Evolution du Rayleigh au ours de la pro�edure d'optimisationRemarque : Dans le programme les hoses sont un peu plus ompliqu�ees que ladesription pr�e�edente. Le pas de temps utilis�e pour les aluls doit être r�eatualis�e �ahaque boule d'optimisation pour que la pseudo-p�eriode realul�ee soit un multiple du pasde temps et que le pas de temps devienne de plus en plus petit �a l'approhe du minimumde la distane entre le point initial et le point �nal. On trouvera en annexe �nale unedisussion sur es probl�emes pratiques du �t.b. visualisation des veteurs de FloquetOn visualise sur la Fig.4 les trois veteurs de Floquet de e syst�eme p�eriodique.�Evidemment, �etant donn�e la simpliit�e du syst�eme et sa faible dimension, il n'y a riende partiulier �a observer sur la struture des veteurs de Floquet. On peut noter que lealul du premier veteur de Floquet orrespond �a la valeur propre du propagateur qui tendrapidement vers 0 ; pour rendre e veteur p�eriodique, il faut ainsi le multiplier par 104 �ahaque tour, et on est tr�es vite limit�e par la pr�eision mahine. Cei est li�e �a la dimension del'attrateur qui est bidim omme d�ej�a remarqu�e dans le premier rapport, d'o�u le alul d'unwronskien sous-dimensionn�e. Cependant, ette m�ethode tr�es g�en�erale peut être appliqu�ee �ades syst�emes de dimensions plus �elev�ees pour lesquels les d�efauts de p�eriodiit�e sont moinsimportants et o�u le syst�eme p�eriodique di��ere peu du syst�eme initial1. C'est notammentle as dans l'artile de M.Ghil o�u le syst�eme p�eriodique onsiste en une moyenne de lafontion ourant de Lagrange sur plusieurs ann�ees. En fait, le prinipal probl�eme de lap�eriodiisation de l'attrateur de Lorenz ave la m�ethode pr�e�edente est que l'attrateurobtenu n'a plus rien �a voir ave l'attrateur de Lorenz initial haotique. On herhe danse qui suit une autre approhe pour exploiter le "arat�ere p�eriodique" de l'attrateur.1f. l'�etude d'un mod�ele �eonomique en �n de rapport
10
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Fig. 4 { Veteurs de Floquet du Lorenz p�eriodique (de gauhe �a droite : multiplieurpresque nul, unit�e et instable).3 D�eomposition de l'attrateur de Lorenz en orbitesinstablesDans le but de r�ealiser des pr�evisions m�et�eorologiques au del�a de la pr�evisiond�eterministe, un ertain nombre de th�eories des syst�emes dynamiques ont �et�e d�evelopp�eesen exploitant les partiularit�es des attrateurs de syst�emes haotiques. Il y a d�ej�a plusieursann�ees, des herheurs ont mis en parall�ele les bloages atmosph�eriques observ�es enm�et�eorologie et les trajetoires ayant des onditions initiales prohes d'un point �xe d'unattrateur haotique. La th�eorie des �equilibres multiples de la irulation atmosph�erique[Charney & De Vore℄ qui en a r�esult�e a permis de lassi�er les r�egimes atmosph�eriquesquasi stationnaires. Chaque �equilibre instable forme une r�egion de l'espae des phases o�ula trajetoire ralentit et reste "pi�eg�ee"pendant une dur�ee qui peut être d�etermin�ee. Lapertinene de ette hypoth�ese a �et�e on�rm�ee par la omparaison des r�esultats d'analysede luster de la solution d'un mod�ele barotrope ave ses �equilibres [Mo & Ghil℄.Ces th�eories se basent sur l'exploration de la struture de l'espae des phases etnotamment du nombre de points d'�equilibre instable qu'il omporte. Cependant, même s'ilexiste de multiples points d'�equilibre instable dans les attrateurs des mod�eles limatiques,leurs zones d'inuene ouvrent une tr�es faible part de l'attrateur total et on ne sait pasdire quoi que e soit du omportement du syst�eme entre deux passages pr�es de l'un de espoints.En faisant l'analogie ave les rapprohements faits pour la th�eorie des �equilibresinstables (bloage atmosph�erique/point d'�equilibre de l'attrateur), on peut se demanders'il n'existe pas d'autres types de "solutions partiuli�eres" des attrateurs qui pourraientêtre assoi�es �a des "omportements atmosph�eriques partiuliers". On herhe notamment�a �etudier des r�egimes quasi-p�eriodiques ou des apparenes intermittentes de modesosillatoires qui pourraient être expliqu�ees omme un mouvement autour d'un yle limiteinstable.C'est dans ette perspetive que ette �etude analyse la struture de l'attrateur deLorenz au moyen d'orbites quasi p�eriodiques. Il est �a noter que ette reherhe, toutomme les pr�e�edentes it�ees, s'insrit dans la droite ligne des id�ees de Poinar�e qui a lepremier montr�e l'int�erêt d'analyser un attrateur en ses omposantes p�eriodiques.3.1 Reherhe des orbites quasi-p�eriodiques de l'attrateur de LorenzLa reherhe des orbites quasi-p�eriodiques de l'attrateur de Lorenz a d�ej�a �et�eentreprise par Zoldi et Greenside qui utilisent une m�ethode de Newton pour loaliserles orbites p�eriodiques instables de l'attrateur. Cependant les onditions initiales pourette m�ethode doivent être hoisies tr�es prohes de l'orbite p�eriodique �a trouver ar sinonla m�ethode diverge. On lui pr�ef�ere une m�ethode prohe de elle de Kazantsev, qui utilise11



une minimalisation de fontionnelle, en exploitant le alul du propagateur.Reherhe d'orbites : On reherhe tout d'abord des pseudo-p�eriodes assez grossi�eres.Pour ela on r�ealise un algorithme qui :{ Se donne un point initial de la trajetoire,{ Rep�ere les transitions et attribue un ode A ou B permettant de onnâ�tre les orbessuessivement d�erites (si le ode barre devient trop long, on sort de la boule),{ Rep�ere le premier minimum de la distane au point initial si ette distane estinf�erieure �a une distane ritique (hoisie �a 30 dans le programme) et si la trajetoirea d�ej�a e�etu�e une transition d'une orbe �a l'autre,{ D�eale le point d'arriv�ee d'un inr�ement de temps et l'utilise omme nouveau pointinitial de la boule.Ce premier programme permet d'�etablir un �hier de donn�ees dans lequel on trouvenotamment pour haque pseudo-p�eriode trouv�ee :{ le point de d�epart !�{ le "ode barre"{ la pseudo p�eriode{ le point �nal{ la distane entre le point initial et le point �nalOn donne �a la Fig. 5 la r�epartition des orbites trouv�ees en fontion de leurs pseudo-p�eriodes. Le zoom montre avant �t la largeur des pseudo-p�eriodes trouv�ees. qu'apr�es le �tes p�eriodes sont tr�es resserr�ees.
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Fig. 5 { Histogrammes donnant la r�epartition des pseudo-orbites en fontion de leurspseudo-p�eriodes : �a gauhe, zoom sur les s�equenes de 3 et 4 lettres avant �t ; �a droite,apr�es �t.Optimisation des orbites : On r�ealise un programme qui, pour haque pseudo-p�eriodepr�e�edemment s�eletionn�ee, r�ealise une optimisation permettant de minimiser la distaneentre point initial !� et point �nal !�(t). Cette optimisation est r�ealis�ee par la m�ethode deNewton et �a l'aide d'une routine Lapak qui permet de minimiser la norme :kAX �Bk (23)On a : A = 24� !�(t)� !� � !�(t)�t jt=T35 (24)12



et X = "Æ !�Æ T# (25)On reonnait en � !�(t)�!� la valeur du propagateur.Le programme :{ Commene le alul de la trajetoire �a partir du point initial donn�e par le �hierinput.{ Rep�ere les transitions et attribue un ode permettant de onnâ�tre les orbessuessivement d�erites.{ Rep�ere le premier minimum de la distane au point initial si ette distane estinf�erieure �a une distane ritique et si la trajetoire a d�ej�a e�etu�e une transitiond'une orbe �a l'autre.{ R�ealise �a la pro�edure d'optimisation du minimum : alul de Æ !� et Æ T{ Calule les exposants de Floquet et la matrie Z des veteurs propres de �(T; 0).{ Atualise les onditions initiales : !�=!� +Æ !� et T = T + Æ T{ R�eit�ere la boule d'optimisation jusqu'�a trouver une ondition de sortie.{ Reommene la pro�edure ave la pseudo-p�eriode non �t�ee suivante dans le �hierinput.Dans le programme les hoses sont un peu plus ompliqu�ees que la desriptionpr�e�edente. Le pas de temps utilis�e pour les aluls doit être r�eatualis�e �a haque bouled'optimisation pour que la pseudo-p�eriode realul�ee soit un multiple du pas de temps etque le pas de temps devienne de plus en plus petit �a l'approhe du minimum de la distaneentre le point initial et le point �nal.Les onditions de sortie du programmes sont :{ Les onditions initiales optimis�ees donnent lieu �a une trajetoire ayant un ode barredi��erent.{ Apr�es plusieurs essais d'optimisation en raÆnant le pas de temps, la distane neonverge pas.{ La distane est inf�erieure �a 10�17. On imprime alors les valeurs des variablesorrespondant �a la pseudo-p�eriode optimis�ee dans un �hier sortie (point initial,point �nal, ode barre, distane p�eriode, Z, multiplieurs de Floquet).La Fig. 5 �a droite donne les histogrammes des p�eriodes apr�es �t, e qui permet de onstaterle resserrement des pis trouv�es. On peut voir sur la Fig 6 une peusdo-orbite avant et apr�esoptimisation.
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Fig. 6 { Orbite BA avant optimisation en rouge et apr�es optimisation en vert.13



3.2 R�epartition des orbites dans l'attrateur de LorenzOn donne �a la Fig. 7 la r�epartition des orbites trouv�ees en fontion de leurs p�eriodespour l'ensemble de 1200 orbites initiales. On onstate une nette am�elioration dans ladistribution temporelle des p�eriodes par rapport aux pseudo-p�eriodes non optimis�ees dela Fig. 5.
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Fig. 7 { Histogramme donnant la r�epartition des orbites optimis�ees en fontion de leurspseudo-p�eriodesR�epartition des orbites dans l'espae des phases : Une premi�ere remarque quin'�etait pas �evidente �a priori est que toutes les pseudo-orbites ayant un même ode barreont onverg�e vers la même orbite �nale. On montre es orbites p�eriodiques �a deux et troislettres en 3D sur la Fig 8 : ette fois, la forme de l'attrateur est bien apt�ee.
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Fig. 8 { Visualisation des orbites BA et ABA au sein de l'attrateur en 3DPar ailleurs l'attrateur de Lorenz poss�ede une sym�etrie �evidente : la transformationx! �x; y ! �y ne hange pas le syst�eme. Il en r�esulte que pour toute orbite asym�etriquele r�esultat obtenu par sym�etrie est �egalement une orbite, omme on le v�eri�e sur la Fig 9des orbites �a trois lettres :
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Fig. 9 { Orbites �a 3 lettres et orbites �a 4 lettresOn peut enore le v�eri�er sur les orbites �a quatre lettres, sur la Fig 10 :
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Fig. 10 { Orbites p�eriodiques �a quatre lettresLa question de la repr�esentativit�e d'un attrateur par ses omposantes p�eriodiquesoblige �a ne pas en oublier, et don �a prendre un ensemble de points initiaux denses dansl'espae des phases. On onstate sur la Fig. 11 que la r�epartition des points initiaux hoisiset s�eletionn�es grâe �a ette pro�edure balaie une zone assez grande de l'espae des phases.Cependant e n'est peut-être pas suÆsant pour pr�etendre avoir d�etet�e toutes les orbitesayant un ode barre de longueur donn�ee...et pas non plus suÆsant pour aÆrmer qu'il n'y aqu'une orbite par ode barre (e qui est le as pour les quelques entaines d'orbites de odede longueur inf�erieure �a 11 qui ont �et�e trouv�ees par l'algorithme). On peut ainsi s'�etonnerde l'absene de la p�eriode �a 4.5 dans la Fig 7.Densit�e et temps de r�esidene autour des orbites trouv�ees La prinipaledi��erene entre l'�etude des points stationnaires et l'�etude des orbites instables p�eriodiquesest que les premiers sont en nombre �ni alors que les seondes sont en nombre in�ni. Uned�e�nition des syst�emes haotiques [Devaney℄ utilise même la densit�e des orbites p�eriodiquesdans un sous-espae V pour dire que le omportement du syst�eme y est haotique. On nepeut don pas trouver toutes les orbites mais tout au plus exploiter l'information ontenuedans elles de plus faible p�eriode.De même qu'au paragraphe pr�e�edent, ette premi�ere s�erie de donn�ees n'est pasexhaustive et on peut voir lairement sur la setion de Poinar�e de la Fig 12 o�u lesorbites sont en vert et les points d'une trajetoire en rouge qu'il peut manquer des orbites15



 10

 15

 20

 25

 30

 35

 40

 45

-20 -15 -10 -5  0  5  10  15  20

z

x

distribution x,z des Quasi-P C.I.

"kaz_fit_filtre.dat" u 7:9
ABA

-20
-15

-10
-5

 0
 5
 10

 15
 20 -25 -20 -15 -10 -5  0  5  10  15  20  25

 5 10 15 20 25 30 35 40 45

z

Distribution des pseudo-P

"<tail -10000 res.data_ini_a" u 2:3:4
--

---
----

-----
------

-------

x

y

z

Fig. 11 { R�epartition des points initiaux des orbites optimis�eespour interpr�eter la trajetoire. La raison de la reherhe de es orbites instables est le

 14

 16

 18

 20

 22

 24

 26

 28

 30

-8 -6 -4 -2  0  2  4  6

z

y

Section de Poincare des pseudo-P

traj

Fig. 12 { Orbites instables dans une setion de Poinar�efait que la p�eriodiisation du Lorenz par modi�ation des param�etres a abouti �a unsyst�eme p�eriodique trop simple et peu ressemblant au syst�eme initial. On a don herh�e �ad�e�nir des p�eriodes moins triviales. L'inonv�enient est qu'il y a maintenant une in�nit�e dep�eriodes. Se pose don la question de la validit�e de l'approximation p�eriodique �a proximit�edes orbites trouv�ees. Kazantsev s'est int�eress�e �a la d�e�nition d'un temps de r�esideneautour des orbites. Cette m�ethode onsiste �a omptabiliser le nombre de passages ompletsde la trajetoire dans un petit tube tr�es mine autour de haque orbite. La r�epartitionstatistique de es orbites, les relations entre les oordonn�ees dans des setions d e Poinar�eet la p�eriode, la r�epartition des p�eriodes et la reherhe des orbites manquantes donnelieu �a de nombreuses �etudes [Kazantsev, Auerbah, Cvitanovi℄. L'id�ee sous-jaente estque le omportement du syst�eme est prinipalement d�etermin�e par les orbites les plusfr�equentes et les plus stables. Compl�etons en�n e paragraphe qui pose plus de probl�emequ'il n'en r�esout en montrant ave la Fig 13 omment une trajetoire passe dans les bassinsp�eriodiques BA et ABA1.1note Al1 : on ne peut s'empêher de rapproher ette repr�esentation de elle des syst�emes quantiques,et d'assoier es omposantes p�eriodiques �a des �etats de base d'un ensemble statistique.16
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Fig. 13 { Orbites p�eriodiques et trajetoire en x,y4 Analyse de stabilit�e des orbites et de l'attrateurOn herhe �a �etudier des apparenes intermittentes de r�egimes quasip�eriodiques quipourraient être expliqu�ees omme un mouvement autour d'un yle limite instable. Desobservations de tels types de r�egimes se trouvent dans tous les syst�emes physiques tels quel'atmosph�ere ou l'o�ean. Bien que notre �etude soit inompl�ete du point de vue statistique,on peut d�ej�a se demander quelles informations retirer des orbites trouv�ee sur la pr�editionde l'�evolution du syst�eme.4.1 Th�eorie de l'analyse asymptotique de LyapunovOn introduit ii quelques �el�ements d'analyse de stabilit�e qui seront utiles par la suite.Si M est une matrie m � n r�eelle ou omplexe, alors il existe une fatorisation de laforme :M = U�V y;o�u U est une matrie mxn, � une matrie ayant des nombres non-n�egatifs sur ladiagonale e et des z�eros ailleurs et V y est la matrie onjugu�ee de V , une matrie n�n. On�a de plus U U y = V V y = I. On appelle ette fatorisation d�eomposition en ValeursSinguli�eres de M.Par onvention, on ordonne les valeurs singuli�eres par ordre d�eroissant et alors � estuniquement d�etermin�ee par M .L'estimation de l'amplitude de la pr�evision de l'erreur d'un syst�eme est toujoursun probl�eme int�eressant dans le domaine de la pr�edition. La roissane de l'erreurtraduit, du point de vue th�eorique, l'instabilit�e du mod�ele. Pour un ph�enom�ene haotique,les trajetoires issues de onditions initiales prohes divergent loalement au sein del'attrateur. Le alul des exposants de Lyapunov permet de mesurer le taux de divergeneentre deux trajetoires.On peut g�en�eraliser les onepts du paragraphe pr�e�edent �a des trajetoiresmultidimensionnelles. Quantitativement, deux trajetoires dans l'espae des phases�eart�ees de ÆZ0 divergent de jÆZ(t)j � e�tjÆZ0j (26)Le taux de divergene peut être di��erent pour di��erentes orientations du veteur des�eparation initial. C'est pourquoi il y a tout un "spetre des exposants de Lyapunov".17



Un syst�eme m-dimensionnel poss�edera m exposants de Lyapunov. Chaun d'entre euxmesure le taux de divergene suivant un des axes du syst�eme, de sorte qu'en moyenne unhyper-volume �evolue selon une loi de type :V = V0e(�1+�2+:::+�m)t (27)On se r�ef�ere souvent au plus grand des exposants ar il d�etermine la pr�editabilit�e d'unsyst�eme dynamique. Pour avoir du haos, il est n�eessaire qu'au moins un des �i soitpositif, mais il faut �egalement que la somme des �i soit n�egative. En e�et, dans le asontraire, le volume initial �nirait par remplir tout l'espae dans lequel il est immerg�e.On n'aurait alors plus un attrateur de faible dimension, et don plus a�aire �a du haosd�eterministe.La d�e�nition des exposants de Lyapunov se base sur le r�esultat du th�eor�emed'Oselde qui stipule que la limite : limt!1(�(t; 0)y�(t; 0)) 12t existe et vaut une matrieL. Les exposants de lyapunov sont alors :�i = ln(li(t)) (28)o�u les li sont les valeurs propres de la matrie L.Cette d�e�nition traduit bien le fait qu'une perturbation initiale < x(0) j x(0) >devienne < x(t) j x(t) > = < x(0)�y�x(0) > et permet de hi�erarhiser les diretions deperturbation.On peut tout aussi bien onsid�erer la d�eomposition en valeurs singuli�eres dupropagateur �a tout instant : �(t; 0) = U(t)diag(wi(t))V y(t) (29)On remarque alors qu'on a �a tout instant : �y�V = diag(w2i )V don w2i est valeur proprede �y� ave pour veteur propre Vi. Et omme �y� = V yw2V , il revient don au mêmede d�e�nir les exposants de Lyapunov globaux par :�i = limt!1 1t ln(wi(t)) (30)Par ailleurs, on peut montrer1 que les exposants de Lyapunov sont les parties r�eelles desvaleurs propres du propagateur pour un syst�eme lin�eaire invariant et les parties r�eelles desexposants de Floquet pour les syst�emes de Floquet.En�n on remarque que : X �i = limt!1 1t ln(Det(�(t; 0)) (31)o�u le d�eterminant peut être alul�e soit par SDV Det(�(t; 0)) = Det(diag(wi(t))).
1M. Farkas, Periodi Motions, Springer-Verlag, New York, 199418



4.2 Exposants de Floquet des orbitesIl semble assez diÆile de tirer des onlusions quant �a la r�epartition des exposantsde Floquet des di��erentes orbites. La Fig 14 les montre en fontions des p�eriodes. Il esttroublant de onstater que l'exposant le plus faible, que l'on a assoi�e �a la dimensionde l'attrateur qui disparait semble vouloir ne disparâ�tre qu'ave plus de diÆult�e deslongues orbites, e qui semble ontraditoire ; on peut �emettre l'hypoth�ese que e sont lestransitions qui fait augmenter et exposants : nouvelle question �a explorer.
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Fig. 15 { Exposant de Floquet le plus instable en fontion de la p�eriode de l'orbite.On onstate sur la Fig. 16 que les exposants de Floquet orrespondants au modeneutre trouv�es sont assez dispers�es autour de z�ero.. Dans le as d'une orbite stritementp�eriodique on s'attend �a avoir z�ero. Il y a don un �eart �a la p�eriodiit�e, partiuli�erementaÆrm�e pour l'orbite BA. Mais �etant donn�e les probl�emes du �t qui ont �et�e renontr�es,ei peut être du �a un e�et num�erique (f annexe). La orr�elation entre la stabilit�e desorbites et leur fr�equene dans l'attrateur a �et�e �etudi�ee par Kazantsev1. On herhe ii �a1Cependant la orr�elation semble d�ependre aussi du nombre de transitions ontenues dans les orbites et19
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Fig. 16 { Exposant de Floquet "nul" en fontion de la p�eriode de l'orbite.aller plus loin dans l'analyse de stabilit�e en d�etaillant le ontenu des veteurs de Floquet.4.3 Exploitation des veteurs de Floquet en vue d'une pr�evisionm�et�eorologiqueNous pouvons onsid�erer qu'un r�egime quasi p�eriodique s'installe lorsque la trajetoireapprohe une orbite p�eriodique instable. Le temps moyen de r�esidene dans e r�egimeest d�etermin�e par la valeur du plus grand exposant de Floquet. Cependant, la valeur del'exposant de Floquet ne fait que donner l'enveloppe du tube de solutions dans lequel va�evoluer la trajetoire perturb�ee. La struture du veteur de Floquet donne a priori uneindiation suppl�ementaire puisque sa valeur permet de situer l'�eart �a la trajetoire der�ef�erene �a l'int�erieur du tube.
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5 Conlusion et perspetivesAppliation �a un mod�ele �eonomique en dimension 8 Les odes de alulsg�en�er�es par e travail ont un hamp d'appliation assez vaste. Prenons le as d'unmod�ele �eonomique �a 8 dimensions quasi-p�eriodique repr�esentant des phases de roissaner�eession suessives. Il a �et�e observ�e sur e yle que l'ajout d'une perturbation sur latrajetoire peut engendrer soit une phase de r�eession bien plus importante soit permettrela reprise d'une roissane plus forte apr�es la r�eession selon le type et l'instant de laperturbation. Peut-on relier l'e�et de la perturbation �a la struture d'un veteur de Floquetqui serait plus ou moins "exit�e" par la perturbation? Un �etudiant en �eonomie1 a utilis�el'algorithme d'optimisation pr�e�edent de Mini ker et a optimis�e les param�etres en vue derendre le syst�eme totalement p�eriodique. On voit sur la Fig.21 la repr�esentation du ylesur 3 dimensions. L'objetif suivant sera de d�eterminer si les di��erents omportementsdu syst�eme vis �a vis d'une perturbation r�esultent de l'exitation de di��erents modes deFloquet. La onnaissane de la struture des veteurs de Floquet pourrait permettre ded�eterminer la perturbation optimale �a appliquer en phase de r�eession a�n d'obtenir unephase optimale de roissane dans le yle suivant.
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Fig. 21 { Repr�esentation du yle �eonomique sur 3 des 8 dimensionsAppliations �a la limatologie On a herh�e dans ette �etude �a arat�eriserl'attrateur de Lorenz via ses orbites p�eriodiques instables. Cette �etude n'a pas permis ded�egager une signi�ation laire de la d�eomposition de Floquet de es orbites. Cependantl'appliation de ette tehnique sur des mod�eles g�eophysiques aux d�eriv�ees partielles plusomplexes pourrait donner lieu �a des analyses de stabilit�e d'orbites ayant des formes plusomplexes don plus pertinentes. Les r�esultats de l'�etude par d�eomposition de Floquet dusyst�eme �eonomique �a 8 variables pr�esenter i-dessus s'av�ere semble mieux orrespondreau ph�enom�ene �etudi�e par M.Ghil �a propos des osillations intrasaisonni�eres.Dans le as d'une r�eponse positive pour e mod�eles, de nombreuses questions restentouvertes. Peut-on extraire des orbites dans les syst�emes g�eophysiques r�eels ? Ces orbitesseraientt-elles suÆsamment stables pour qu'une �etude perturbative soit pertinente ? Lar�eponse �a es question pourrait donner lieu �a une approhe pr�editive de la m�et�eo paranalyse d'orbite et don onsid�erablement am�eliorer la �abilit�e des pr�evisions �a longstermes.1note Al1 si : et f�eliitations �a St�ephane ... 22
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qui se simpli�fe si on aepte de remplaer A0 par AT , qui onvergent l'une vers l'autre1.On trouve alors une simple multipliation de l'op�erateur sur la distane par AT pour passerau �t sur l'�eart entre vels : }vel = AT [�T � I; �t�℄ = AT}dist (35)L'appliation de et algorithme s'av�ere enore d�eevante, le �t est moins rapide, ononverge vers les mêmes solutions, f Fig 19 et 20 o�u on a superpos�e deux veteurs deFloquet d�etermin�es par haque m�ethode.Des �etudes syst�ematiques ont montr�e que la pr�eision sur le propagateur est un desd�eterminants du probl�eme. Alors, en supprimant le raÆnement du pas de temps en serapprohant du minimum, 'est-�a-dire en gardant un pas onstant, la d�etermination estmeilleure (sur le multipliateur). On onstate en e�et que le propagateur varie fortementpr�es du minimum, omme les trois premi�eres omposantes diagonales de la Fig 23 : De
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7 Annexe : Veteurs de Floquet de omposantes p�eriodiquesde l'attrateur de LorenzOn rassemble ii quelques uns des veteurs d�etermin�es. De fa�on g�en�erale, si les veterusne \ressemblent pas" �a l'attrateur, on y retrouve pour haque veteurs une transition entredeux plans grossi�erement parall�eles aux deux ailes de l'attrateur. On peut aussi d�eelerune roissane faible au d�emarrage des trajetoires �a plusieurs orbes A, ave une roissanebrutale orrespondant �a la transition.
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Fig. 25 { Veteur dominant de Floquet de la s�equene AAAABBA en 3D.).
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omposante BA :{ le veteur neutre (� = 1), la sym�etrie x! �x; y ! �y est onserv�ee (f Fig. 13 ;{ par ontre, pour le veteur dominant (� = 4:7), 'est au ontraire la sym�etrie z ! �zqui est onstat�ee (pas de Fig.) ;Une reherhe plus syst�ematique s'impose don, ouvrant l�a enore de vertigineusesperspetives de ompr�ehension intime de e mod�ele partiuli�erement simple ...
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