
Identi�
ation �a l'aide de la transform�ee de Borel :Fit �a 3 pôles et plus(JYG-Mai 2003)
Le �t �a 2 pôles s'av�erant d'utilit�e tr�es limit�ee, il est apparu de plus en plus n�e
essaire ded�evelopper un outil sus
eptible de �tter les r�esultats de simulations ave
 une fon
tion �a troispôles ou plus. Bien sûr, 
e qui parâ�t indispensable pour le moment, 
'est le �t �a 3 pôles,mais on devine bien que l'on aura besoin d'aller plus loin bientôt. Et 
e d'autant plus que,
omme pour le �t �a un pôle, il peut être n�e
essaire de 
ommen
er par un �t �a un nombrepair de pôles.Pour bien per
evoir quelle est l'ampleur des diÆ
ult�es, il faut r�ealiser que les objets�el�ementaires sont les pôles simples et les paires de pôles (�a 
ause des pôles 
omplexes 
on-jugu�es). Et don
, 
e qui a �et�e fait jusqu'�a pr�esent, 
'est de traiter les objets �el�ementaires :rien n'a �et�e fait pour passer �a des objets multiples. Le passage �a des objets multiples vademander la mise au point d'une �e
riture g�en�erale d'une fon
tion �a un nombre quel
onquede pôles et la mise au point d'une strat�egie de simulation, qui, �a 
haque �etape, se ram�enera�a l'ajustement de param�etres variant 
ontinuement.1 E
riture g�en�erale d'une transform�ee Log-Borel �a pôlesr�eelsOn 
onsid�ere une fon
tion 
on
r�ete g(t), solution g�en�erale d'un syst�eme d'E.D.O. lin�eaires :g(t) =Xi (ai0 + ai1t + ai2t2 + ::: + ai(ni�1)tni�1)e�sit (1)o�u si d�esigne le mode propre num�ero i de multipli
it�e ni et o�u les aij sont les amplitudes de
es modes. On suppose que ai(ni�1)) 6= 0,
e qui garantit que le mode i est de multipli
it�e ni ;mais il faut noter que nous serons amen�es plus loin �a 
onsid�erer tout l'espa
e ve
toriel desfon
tions de la forme (??), 
'est-�a-dire �a 
onsid�erer l'espa
e des fon
tions de modes si ave
des multipli
it�es inf�erieures ou �egales aux ni.La transform�e de Borel de g(t) est alors :ĝ(�) =Xi ( ai0(1 + si�) + ai1�(1 + si�)2 + 2ai2� 2(1 + si�)3 ::: + (ni � 1)!ai(ni�1)�ni�1(1 + si�)ni )=Xi ni�1Xj=0 j!aij� j(1 + si�)j+1 (2)Elle pr�esente des pôles aux points 1=si ave
 les multipli
it�es ni.1



D�eveloppement en somme de termes relatifs �a 
haque pôleEn mettant au même d�enominateur toutes les fra
tions relatives �a un même pôle, onobtient une expression de la forme :̂g(�) =Xi Pi;ni�1(�)(1 + si�)ni (3)o�u les Pi;ni�1 sont des polynomes de degr�e ni� 1. La question est alors de savoir si la forme(??) est �equivalente �a (??).En omettant tous les indi
es de pôle, le probl�eme est don
 de trouver les 
oeÆ
ients bj telsque, pour un polynome Pn(�) = nXj=0 pj� j et pour un 
oeÆ
ient s donn�es, l'�egalit�e suivantesoit satisfaite quel que soit � : Pn(�)(1 + s�)n+1 = nXj=0 bj� j(1 + s�)j+1En multipliant les deux membres par (1 + s�)n+1 il vient :Pn(�) =Pnj=0 bj� j(1 + s�)n�j=Pnj=0 bj� j(Pn�jk=0 Ckn�jsk�k))=Pnk=0 �k[Pkj=0 bjCk�jn�jsk�j℄ (4)Les �equations donnant bj sont don
 :kXj=0 bjCk�jn�jsk�j = pk (5)La matri
e �etant triangulaire, 
e syst�eme se r�esoud simplement de pro
he en pro
he :b0 = p0b1 + nsb0 = p1b2 + (n� 1)sb1 + n(n�1)2 s2b0 = p2: : : : :bn + sbn�1 + s2bn�2 + :::+ snb0 = pn (6)
L'expression (??) de ĝ(�) est don
 une forme g�en�erale, �equivalente �a (??). Il faut 
epen-dant noter que pour un polynome Pn de degr�e n, les bi peuvent tr�es bien être tous nuls �apartir d'un 
ertain rang (par exemple, si Pn = (1 + s�)n, alors bi = 0 pour tout i > 0). Laformule (??) repr�esente don
 les fon
tions dont les pôles 1=si sont de multipli
it�es inf�erieuresou �egales aux ni (et non stri
tement �egales aux ni).D�eveloppement en produit de termes relatifs �a 
haque pôle2



Maintenant, on peut de nouveau regrouper les fra
tions de l'�equation (??) en une seulefra
tion. Si on d�esigne par N la somme des multipli
it�es de tous les pôles, le d�enominateurva être un polynome de degr�e N et le num�erateur un polynome de degr�e N � 1 :ĝ(�) = QN�1(�)Qi (1 + si�)ni (7)o�u QN�1 est un polynome de degr�e N � 1.Le passage de la forme (??) �a la forme (??) se fait par d�e
omposition de la fra
tionrationnelle qui 
onstitue le membre de droite de (??) en �el�ements simples, puis par r�edu
tionau même d�enominateur des fra
tions relatives au même pôle. Comme les d�enominateurs sonttous normalis�es de telle sorte que leur terme de degr�e 0 soit �egal �a 1, 
ette d�e
ompositionest unique. Il y a don
 bije
tion entre les repr�esentations (??) et (??) des transform�ees deBorel �a pôles r�eels. Comme pour (??), on a i
i une forme qui repr�esente les fon
tions ayantdes pôles 1=si de multipli
it�es au plus ni.Log-BorelLa transform�ee Log-Borel s'obtient en posant � = exp(�) et si = exp(��i) dans (??) :�g(�) = QN�1(e�)Qi (1 + e���i)ni (8)2 Transform�ee Log-Borel �a pôles quel
onquesDans le 
as o�u des pôles 
omplexes sont pr�esents, apparaissant don
 en paires de pôles
omplexes 
onjugu�es, on montre fa
ilement que la forme (??) se g�en�eralise, ave
 un poly-nome QN�1 �a 
oeÆ
ients r�eels, en faisant apparâ�tre expli
itement les pôles 
omplexes. Parexemple, si les pôles num�ero 1 et 2 sont 
omplexes 
onjugu�es et de multipli
it�e un, on aura :ĝ(�) = QN�1(�)[1 + (s1 + i!1)� ℄[1 + (s1 � i!1)� ℄Qi>2(1 + si�)niOutre le fait que l'on va devoir traiter les pôles 
omplexes par paire, il apparâ�t une diÆ
ult�eli�ee au fait que l'on peut avoir besoin de passer 
ontinuement de deux pôles r�eels �a un pôledouble, puis �a deux pôles 
omplexes 
onjugu�es. Pour 
ela, il faut avoir une �e
riture 
ommune�a 
es 3 
as, permettant de passer d'un 
as �a l'autre en variant un param�etre.E
riture uni��ee de la partie du d�enominateur de la fon
tion �g 
on
ernantdeux pôles voisinsOn 
onsid�ere la partie D du d�enominateur de �g li�ee �a deux pôles voisins qui peuvent êtredans les 
on�gurations suivantes :� deux pôles 
omplexes 
onjugu�es : s+ i! = exp(�� + i ) et s� i! = exp(��� i ).� un pôle double : s = exp(��). 3



� deux pôles r�eels espa
�es de Æ : s+ Æ = exp(�� + �) et s� Æ = exp(��� �).Un peu d'alg�ebre permet de montrer que D s'�e
rit suivant les 
as :� pôles 
omplexes 
onjugu�es :D = (1 + e����i )(1 + e���+i )= 2e���[
h(�� �) + 
os ℄ (9)� pôle double : D = (1 + e���)2= 2e���[
h(�� �) + 1℄ (10)� deux pôles r�eels : D = (1 + e�����)(1 + e���+�)= 2e���[
h(�� �) + 
h�℄ (11)Au voisinage d'un pôle double, on a don
 une forme universelle d�ependant 
ontinuementd'un param�etre r�eel � :8>><>>: (1 + e�����)(1 + e���+�) = 2e���[
h(�� �) + �℄� = 1 : � = 0� < 1 : � imaginaire� > 1 : � r�eel (12)E
riture g�en�erale de la transform�ee Log-Borel �a pôles quel
onquesUne �e
riture g�en�erale est possible, gra
e aux deux propri�et�es :� la formule (??) d�e
rit une fon
tion dont les pôles sont de multipli
it�es inf�erieures ou�egales aux ni ; 
e
i implique en parti
ulier qu'un pôle simple j peut �gurer dansl'�e
riture (??) ave
 nj = 2.� on dispose d'un �e
riture g�en�erale du d�enominateur de �g pour les paires de pôles.Pour pro�ter de 
es propri�et�es, nous allons r�e
rire la formule (??) (qui 
orrespond au 
asdes pôles r�eels) en multipliant num�erateur et d�enominateur par le d�enominateur :�g(�) = QN�1(e�)Qi (1 + e���i)ni= Q2N�1(e�)Qi [(1 + e���i)2℄ni (13)

e qui peut s'�e
rire, en utilisant (??) :�g(�) = Q2N�1(e�)Qi (2e���i [
h(�� �i) + 1℄)ni (14)4



Cette derni�ere formule permet de d�e
rire tous les 
as �a pôles r�eels e�i de multipli
it�esinf�erieures ou �egales �a 2ni. Elle in
lut en parti
ulier les 
as o�u les multipli
it�es sont simple-ment ni (
omme dans (??)).On passe maintenant �a une forme g�en�erale en substituant aux pôles doubles du d�enominateurdes paires de pôles (r�eels ou 
omplexes 
onjugu�es) :�g(�) = Q2N�1(e�)Qi (2e���i [
h(�� �i) + �i℄)ni (15)Cette formulation g�en�erale appelle plusieurs remarques :� puisque les pôles y sont appari�es, il peut y avoir plusieurs repr�esentations d'une mêmefon
tion ; plus pr�e
is�ement, s'il y a p pôles r�eels, alors, il y a C2p repr�esentations de lafon
tion.� les paires de pôles sont rep�er�ees par les 
ouples (�i; �i).� les pôles ayant �i = 1 et ni = 1 sont soit des pôles simples r�eels (et alors le polynomesup�erieur est un multiple de 1 + exp(� � �i)), soit des pôles doubles (dans le 
as
ontraire).� dans la pratique, plutôt que de manipuler des exposants ni, on va prendre uniquementdes exposants unit�e, les mêmes � et � �gurant eventuellement plusieurs fois dans lesfa
teurs du d�enominateur.3 Ajustement par moindre �23.1 Formulation g�en�eraleOn suppose que des simulations ont donn�e le graphe d'une fon
tion �f(�) sous la forme d'un�e
hantillonage �fi = �f(�i). On se pose le probl�eme de trouver une fon
tion �g, d�e
rite sousla forme (??), qui �tte au mieux (�a une 
onstante pr�es) le graphe de �f sur un intervalle[�1;�2℄. Ayant 
hoisi le nombre N0 de paires de pôles utilis�ees, on peut �e
rire �g :�g(�) = q0 + q1e� + � � �+ q2N0�1e(2N0�1)�N0Qk=1(2e���k [
h(�� �k) + �k℄) (16)On 
her
he don
 les param�etres q0; q1; : : : ; q2N0�1, puis �1; �2; : : : ; �N0 et, �1; �2; : : : ; �N0et, en�n, C tels que le �2 suivant soit minimal :�2 = X�1<�i<�2 26664 �fi � q0 + q1e�i + � � �+ q2N0�1e(2N0�1)�iN0Qk=1(2e�i��k [
h(�i � �k) + �k℄) � C377752 (17)5



Le �2 peut aussi s'�e
rire :�2 = X�1<�i<�2 � �fi � q0J0(�i)� q1J1(�i) + � � �+ q2N0�1J2N0�1(�i)� C�2 (18)o�u l'on a pos�e : Jj(�) = ej�N0Qk=1(2e���k [
h(�� �k) + �k℄)= ej�J0(�) (19)Pour pro
�eder �a la minimisation, on aura besoin des d�eriv�ees du ve
teur des �e
arts parrapport aux 4N0 + 1 param�etres. En d�esignant par Vi les 
omposantes de 
e ve
teur, on a :�Vi�qj = �Jj(�i)�Vi��k = �q0�J0(�i)��k � � � � � q2N0�1�J2N0�1(�i)��k= �(q0 + q1e�i + � � �+ q2N0�1e(2N0�1)�i)�J0(�i)��k�Vi��k = �q0�J0(�i)��k � � � � � q2N0�1�J2N0�1(�i)��k= �(q0 + q1e�i + � � �+ q2N0�1e(2N0�1)�i)�J0(�i)��k�Vi�C = �1
(20)

Ave
 : �J0(�)��k = J0 e���k + �k
h(�� �k) + �k et �Jj(�)��k = ej��J0(�)��k�J0(�)��k = J0 1
h(�� �k) + �k et �Jj(�)��k = ej��J0(�)��k (21)Ave
 
es derni�eres formules, on peut r�e
rire les d�eriv�ees de fa�
on plus 
ompa
te :�Vi��k = ��g(�i) e�i��k + �k
h(�i � �k) + �k�Vi��k = ��g(�i) 1
h(�i � �k) + �k (22)
3.2 Mise en oeuvre 6


