
Modèles simples de la Variabilité Climatique
François LOTT

Cours I:
Oscillations de grandes échelles dans les tropiques

1 Bilan de conservation du moment angulaire atmosphérique.

2 Evidences statistiques qu’il existe des oscillations inter-annuelles.

3 L’oscillation de Madden Julian à 40-60 jours.

4 L’oscillation australe (ENSO) à 4-6 ans.
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Conservation du Moment Angulaire
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V: Volume Matériel

V: Frontière

: discontinuitéΣ

n

Fρ

dV
v τ n

OM

M

da

Tenseur des contraintes:

~~τ = −p~~1 + ~~σ

Forces de volumes extérieures:

ρ~F

Centre de masse: O

Bilan de Moment Angulaire ~M :

d ~M

dt
=

d

dt

∫

V
~OM ∧ ρ~v dV =

∫

V
~OM ∧ ρ~FdV +

∫

∂V
~OM ∧

(

~~τ .~n
)

da
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Cas de la Terre + Atmosphère
Terre = terre solide+océans

O

A+TV=

V

x

x

x

1

2

3

Lune et astres

Σ: Surface

Vent solaire

u

ω

O: Centre de masse

~x : 3 axes fixes par rapport à la terre

~ω : Vitesse angulaire

~u : Vitesse relative par rapport à la terre

~v = ~ω ∧ ~x + ~u : Vitesse absolue

Forces de volumes extérieures: ρ~F

Bilan de Moment Angulaire ~M (rappel dans le repère ab-

solue):

d ~M

dt
=

d

dt

∫

V
~OM ∧ ρ~v dV =

∫

V
~OM ∧ ρ~FdV +

∫

∂V
~OM ∧

(

~~τ .~n
)

da

Exprimé dans le repère relatif et en négligeant les effets as-

tronomiques



d

dt





R

~M + ~ω ∧ ~M= O
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Séparation Terre-Atmosphère

Moment Angulaire:
~M =

~~I~ω + ~m

Tenseur d’inertie:

Iij =
∫

V
ρ (xkxkδij − xixj) dV

Moment angulaire relatif:

mi =
∫

V
ρεijkxiukdV

d

dt
~MT + ~ω ∧ ~MT = −

d

dt
~MA − ~ω ∧ ~MA

Pour la terre, le moment angulaire relatif est très faible (aux

échelles de temps qui nous intéressent):

~MT ≈










A 0 0

0 A 0

0 0 C



















ω1

ω2

ω3










Pour la terre, la rotation moyenne selon l’axe des pôles, ω3

est proche d’une constante Ω et:

C > A, C − A << A, ‖ω1‖, ‖ω2‖, ‖ω3 − Ω‖ << Ω

Mouvement des pôles:

A
d

dt
ω1 + (C − A)Ωω2 ≈ −

d

dt
MA1 + ΩMA2

A
d

dt
ω2 − (C − A)Ωω1 ≈ −

d

dt
MA2 − ΩMA1

Longueur du jour:

C
d

dt
ω3 ≈ −

d

dt
MA3
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Longueur du jour

Cω3 + M = cte

Comparaison 
Longueur du Jour-Moment Angulaire Atmosphérique 

(Données de la Nasa) 
  

Intérêt, Motivation
C’est une donnée globale liée directement à la dynamique

atmosphérique de grande échelle, validé quotidiennement et

avec précision par les observations spatiales.

Le bilan de moment angulaire permet, en particulier,

d’évaluer le rôle des montagnes sur la dynamique

atmosphérique aux échelles planétaires.

Il permet aussi de détecter les grandes oscillations du

système climatique.
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Atmosphère seule, composante polaire (selon x
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x1

x2

x3

da
da

n

nσn−Ps

u

V: Atmosphère

V: Surface
(Hauteur h)

d

dt
M =

d

dt
(MR + MΩ) = TM + TB

Atmosphère mince et hydrostatique:
Moment angulaire de vent (relatif):

Mr =
∫

V
ρr cos θudV =

∫ 2π

0

∫ π/2

−π/2

∫ Ps

0
r2 cos θr cos θu

dp

g
dλdθ

Moment angulaire de masse:

MΩ =
∫

∂V
r cos θ (Ωr cos θ)

Ps

g
da =

∫ 2π

0

∫ π/2

−π/2

r4Ω

g
cos θ3PSdλdθ

Couple des montagnes:

TM = −
∫

∂V
Ps

∂h

∂λ
da = −

∫ 2π

0

∫ π/2

−π/2
r2 cos θPs

∂h

∂λ
dθdλ

Couple du à la friction de couche limite:

TF =
∫

∂V
r cos θτsλda =

∫ 2π

0

∫ π/2

−π/2
r2 cos θr cos θτsλdθdλ

r rayon de la terre, g gravité, Ω taux de rotation moyen, u

vent zonal. p pression, PS pression au sol, λ longitude, θ

latitude.
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Evaluation à l’aide des données de
réanalyse du NCEP (1958–1997)

dM

dt
= T

où M = MR + MΩ , T = TM + TB

Le fait que les données de réanalyse permettent de fermer

le budget de moment angulaire: White (1991), Madden et

Apeth (1995), Iskenderian et Salstein (2001), Lott Robertson

et Ghil (2003a) pour l’intégralité de la réanalyse.
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(
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dt , T
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= 0.87
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Vent barotrope et Moment Angulaire
Relatif

Données NCEP 1958-1997, durant les mois d’hiver

Moyenne d’hiver de ~ub

Régression des variations

de ~ub sur les variations du

du moment angulaire relatif

MR
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Pression au niveau de la mer et Moment
Angulaire de Masse

Données NCEP 1958-1997, durant les mois d’hiver

Moyenne d’hiver de Pm

Régression des variations

de Pm sur les variations du

du moment angulaire de

masse MΩ
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Pression au niveau de la mer et Couple
des Montagnes

Données NCEP 1958-1997, durant les mois d’hiver

Moyenne d’hiver de Pm

Régression des variations

de Pm sur le couple

des montagnes Tm
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Vent près de la Surface et Couple de
Friction

Données NCEP 1958-1997, durant les mois d’hiver

Moyenne d’hiver de ~us

Régression des variations

de ~us sur le couple

du à la friction de

couche limite TB
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Evidence qu’il existe des oscillations
inter-annuelles de M

Données moyennées sur 3 jours

1990 1991 1992
Annees
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M sans cycle annuel
Bruit rouge

Hypoyhèse nulle (Bruit rouge): M est un processus stochastique:

M t+3

s = aM t
s

︸ ︷︷ ︸

Mémoire

+ Zt
︸︷︷︸

Bruit blanc

Il s’agit donc d’estimer dans quelle mesure l’évolution de M diffèrent d’un
processus auto-regressif d’ordre 1 (Chaine de Markov) Ms, Ts:

M t+3

s = aM t
s + Zt

1. a est évaluée à partir de la covariance croisée de M à 0 jour et 3 jours:
la covariance de Ms est égale à celle de M .

2. L’amplitude du bruit blanc, Zt est évaluée de façon à ce que Ms et M
aient la même variance.

UN TEL PROCESSUS STOCHASTIQUE NE CONTIENT PAS
D’OSCILLATIONS

(contrairement à un processus d’ordre plus élevé).
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Evidence qu’il existe des oscillations
inter-annuelles de M

Analyse Spectrale

Périodogramme de M: M̂M̂ ∗

M̂ : Coefficient de Fourier de M :

M̂k =
n=N∑

n=1

Mnei2π k−1

N
n
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Les périodigrammes sont très bruitées. En particulier, le périodigramme
d’une réalisation du bruit rouge présente une très forte variabilité autour
de son spectre théorique, (correspondant à la moyenne d’ensemble des
périodigrammes obtenus pour des séries de bruit rouge infini).

Chaque pic contient très peu d’énergie.
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Evidence qu’il existe des oscillations
inter-annuelles de M

Analyse Spectrale

Pour réduire cette variance du périodogramme, afin d’obtenir un
meilleur estimation du Spectre, il existe plusieurs méthodes. Entre

autre:

1) Lisser le péridogramme par une fenêtre adaptée.

2) Calculer les périodogrammes sur des segments adjacents et moyenner.
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Le niveau de confiance à 95% (99%) signifie qu’une réalisation d’un bruit
rouge à 1 chance sur 20 (100) de donner un pic passant ce niveau.
Ici les niveaux de confiances sont calculés par une méthode de Monte-
Carlo. C’est à dire en faisant des probabilités utilisant 500 spectres de
bruit rouge obtenus numériquement.
Noter bien: Il existe aussi des méthodes théoriques pour évaluer ces
niveaux de confiance.
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Extraction des oscillations à 40-60 jours
Premiere évidence qu’il s’agit d’oscillations tropicales.
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Principe du Filtrage pour extraire les oscillations

Il s’agit d’une convolution:

M̃n = F ⊗ M =
j=J
∑

j=−J

F jMn−j

Remarque importante:
ˆ̃M = F̂ M̂

-600 -400 -200 0 200 400 600
Lag (jour)

-0,03
-0,02
-0,01

0
0,01
0,02
0,03

F
ilt

re
 p

as
se

-b
an

de
 F

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07
Frequence (Cycles/jour)

0

0,5

1

1,5

S
pe

ct
re

 d
e 

F

35
-4

0j

50
-6

0j

15



Moment Angulaire Global, M et la
convection tropicale
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Satistique sur toute l’année du
rayonnement infrarouge vers l’espace

Moyenne

Dev. Standard
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Régression du rayonnement infrarouge
sur les Oscillations de M à 40-60 jours

Les cartes de rayonnement sont filtrées au préalable pour atténuer le
cycle annuel
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Composite picture from Adrian Matthews, Webpage:
envam1.env.uea.uk
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Données INDOEX, canal visible

19 Jan. 99 - 24 Jan. 99
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Données INDOEX, canal visible

25 Jan. 99 - 30 Jan 99

20



Données INDOEX, canal visible

31 Jan. 99 - 5 Fev. 99
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Schéma d’évolution d’une oscillation de Madden Julian

(été) et de la modification de la tension de vent en surface

qui lui est associée

Madden, JGR 1987
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Phase de l’OMJ

0

π/4

π/2 Tension de surface:

3π/4 τx = −Cdρu‖~u‖

π

5π/4

3π/2

7π/4
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Trajectoires typiques des systèmes précipitants associés aux

oscillation de Madden-Julian

Madden, MWR 1987
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L’oscillation El Nino dans le Pacifique Tropical
 

  

 

 

 

El nino theme page: http://www.pmel.noaa.gov/tao/elnino
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Champs de Temperature de la Mer en Surface  dans le Pacifique
Equatorial.

(1) Normales, (2) El-Nino, (3) La Nina.

 
El Nino/La Nina Theme Page, NOAA Web:http://www.pmel.noaa.gov/tao/elnino
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Anomalies de Temperature de surface dans le Pacifique
Equatorial

Conditions (1) La Nina, (2) Normales, (3) El Nino 
El Nino/La Nina Theme Page, NOAA Web:http://www.pmel.noaa.gov/tao/elnino 
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Champs de Temperature de la Mer et Vents en Surface en
Conditions

(1) Normales, (2) El-Nino  Pacifique Equatorial.
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Champs de Temperature a l’equateur et en fonction  du temps

(Diagramme de Hovmoller)
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Principe de l’Index de l’Oscillation Australe (SOI), base sur la
difference de pression entre Tahiti et Darwin. 
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M =

d

dt
(MR + MΩ) = TM + TB

30



Evidences qu’il existe des oscillations
intra

saisonnières de l’indice ENSO?
Données couvrant 1876-2002
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Impacts de El Ninõ (Episodes Chauds)
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Impacts de La Ninã (Episodes Froids)
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Impacts sur la circulation dans le
Pacifique Est

Lien avec le couple des montagnes et donc le moment angulaire produit
par ce couple
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Rappel:Pression au niveau de la mer et
Couple des Montagnes

Données NCEP 1958-1997, durant les mois d’hiver

Moyenne d’hiver de Pm

Régression des variations

de Pm sur le couple

des montagnes Tm
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Le modèle simple de l’oscillateur retardé
pour l’oscillation australe ENSO

1 2

3

3

4

Importance des ondes océaniques baroclines équatoriales

Une anomalie de Température positive sur le Pacifique Est

(T (t)) induit:

1 Anomalie de vent négative au centre du Pacifique.

2 Ondes de Kelvin Equatoriales Océaniques

3 Ondes de Rossby Océaniques décalées par rapport à l’équateur

4 Ondes de Kelvin Equatoriales réfléchies sur le bord Ouest

Lorsque Les ondes de Kelvin arrivent sur le bord Est, elles

annulent l’anomalie de Temperature initiale, ce qui induit

une modification des vents dan le Pacifique central.

36



Le modèle simple de l’oscillateur retardé
pour l’oscillation australe ENSO

dT (t)

dt
= aT



t −
1

2
τK



 − bT



t −




1

2
τR + τK







 − cT (t)3

τK: Temps mis par les ondes de Kelvin pour traverser le

bassin

τR: Temps mis par les ondes de Rossby pour traverser le

bassin

cT (t)3: amortissement nonlinéaire

a, b et c sont des constantes positives

Exemples de réponses pour τK = 0 et différentes valeurs de

a, b et c:
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