Transport numeérique

Formation MODélisation NUMérique de I'Océan et de
I'Atmopshere

Brest, 27-31 mars 2023

Laurent.Debreu@inria.fr


mailto:Laurent.Debreu@inria.fr

Plan

1. lllustrations
2. Etude d'un schéma numeérique

3. Etude séparee en temps et en espace



lllustrations



Advection - Introduction

Quantité de mouvement

Continuité

Equilibre hydrostatique

or =V (K,VT) + 9 Kzg Conservation de la température
ot dz 0z
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5 V- (Kp,VS)+ % {B - a} Conservation de la salinité
9 + v— +w V- (K]Vq)+ 9 Kga—q Advection d'un traceur passif
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Advection - Introduction

Table 2

Properties of some structured-grid coastal ocean models (note that the models might have many more choices than those listed here). Specific acronyms:
FB = Forward-Backward, Gen = generalised, SPE =split-explicit, SPI=split-implicit, LF=Leapfrog, AM3 = 3rd-order Adams-Moulton, TR = trapezoidal, (S)UP3=
(Split) 3rd-order upwind, C2=2nd-order centered, C4=4th-order centered, QK3 = 3rd-order QUICKEST, SL=semi-Lagrangian, MY = Mellor-Yamada, GLS = Gen.
length-scale model. GOTM (www.gotm.net) is a turbulence library that provides different state-of-the-art turbulence closure.

Introd. ref. Horz grid Mode Internal Time- External Time- Mom. advec. Tracer advec.  Vertical Turb.
splitting stepping stepping discret. closure
BOM Svendsen et al. (1996) C SPE LF-AM3 LF-TR TVD Superbee TVD Superbee s MY2.5
COHERENS Luyten et al. (1999) C SP1/SPE 2-level - TVD Superbee TVD Superbee s k-&
Delft-3D Gerritsen et al. (2004) C SPI ADI ADI UP3 UP3 w/ z&s k-&
Forester fltr
LECOM-si Blumberg (1992) C SPI 2-level 0-scheme c2 c2 s MY2.5
GETM Burchard and Bolding (2002) C SPE 2-level FB TVD TVD adapt. GOTM
HAMSOM Backhaus (1985) C SPI 2-level 0-scheme TVD TVD Z k-&
ROMS (Rutgers) Haidvogel et al. (2000) C SPE LF-TR LF-AM3 UP3 MPDATA s GLS
ROMS (UCLA) Shchepetkin and C SPE LF-AM3 Gen FB UP3 UP3 s KPP
McWilliams (2005)
ROMS (Agril) Penven et al. (2006) C SPE LF-AM3 Gen FB UP3 WENQOSZ s KPP
Mars3D Lazure and Salomon (1991) C SPI 2-level ADI QK3 QK3 s GLS
MIKE 3 Pietrzak et al. (2002) C SPI 2-level ADI Ultimate QK3 Ultimate QK3 s k-&
MOHID Martins et al. (2001) C SP1 2-level ADI upstream TVD Superbee s GOTM
NCOM Martin (2000) C SPI LF 0-scheme SUP3 FCT(UP3) hyb z/s MY2.5
POLCOMS Holt and James (2001) B SPE 2-level B PPM w/ limiters PPM w/ § GOTM
limiters
POM Blumberg and Mellor (1978) C SPE LF LF c2 MPDATA s MY2.5
Symphonie Johns et al. (1992) C SPE LF LF C4 SUP3 § TKE
Marsaleix et al. (1998)
TRIM-3D Cheng et al. (1993) C SPI 2-level 0-scheme SL TVD Van-Leer =z GLS
Iycom Bleck (2002) C SPE LF LF Enstrophy- FCT(C2) hyb z/s/p KPP
conserving
NEMO Madec et al. (1991) C SPE LF LF Enstrophy- FCT(C2) z&s GLS
conserving

Klingbeil et al, 2018, Ocean Modelling



Transport 1D a vitesse constante - Dissipation / Dispersion

0 0 :
6‘2: +e 8” — 0 E3 solution exacte u(z,t) = u(z — ct,0)
Wi

Propagation a vitesse constante ¢ > 0




Transport 1D a vitesse constante - Dissipation / Dispersion

ou ou :
o ¢35 =0, solution exacte u(z,t) = u(x — ct,0)
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Transport 1D a vitesse constante - Dissipation / Dispersion

ou ou :
o ¢35 =0, solution exacte u(z,t) = u(x — ct,0)

Dispersion
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Le schéma Euler amont (EA)

Ou_I_C(?u:O u?+1—u?+cu?—u;’_1:0 3u%u?+1—u?
ot or ’ At Az T Ot At ’
At

4 n+l _ n
Schéma Euler amont v} ™" = u} — - —— (uj

—_— ulr,t=0)

—_— Uexact{Z,t)

—_— EuIer amont




Euler amont (EA) et Lax Wendroff (LW), solution "reguliere”

n+1 n n n
ou ou Uj+ —U; Uy —U; q
— 0, —
ot ‘oz A
At
Schéma Euler amont u™! = u} — cx — (u} —ul )
I
. . At ; At?
Schéma Lax Wendroff u™ = u} — cw(ujﬂ —ul )+ (ul — 2u] +ul )

2Ax2

|
— lufzt =0)
— Upner| 2, )
—— Euler amont
—— Lax Wendroff
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Euler amont (EA) et Lax Wendroff (LW), sur un créneau

n+1 n

n n
ou ou Uu; =~ —u; Uy —U; g

=0 L =0
o  Cox A ¢T Aw
n+1 At
Schéma Euler amont ™" = uf _CA_m(u —uy )

— ulr

—— Euler amont
—— Lax Wendroff

finalement lequel est le plus précis ? 1



Etude d'un schéma numeérique
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Etude d'un schéma numeérique

0 0 . e
8’: + cau =0, Uexact(x,t) =u(x —ct,0) = ug(x — ct) ou ug(x) la condition initiale.
Wi

Solution périodique : u(z,t) = a(t)e®®, kK nombre d'onde, A = 27/k longueur d'onde

a'(t) + ikca(t) =0 a(t) = a(O)e—ikct
u(w, t) — (O)eik(az—ct)
(z,t 0

=a
u(z,t) = af )e“km_w%at) AVEC Weyaet = kC
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Etude d'un schéma numeérique

ou . ou 0 e Différences finies : u; ~ u(z;,t") = i (ki wnunt™)
ot Oz e Grille réguliere: z;,; = z; + Az, "7 =t"+ At
cAt : cAt :
Euler amont : v = u” — — (u”? — u” e WnmAtyn — g0 (1 — e_lkA””)u"-l
J J Az ( J J—l) J J Az J
Solution exacte Solution numérique
1 +1_
Uexact (wja ¢ ) = Gexactu(wjatn) 'U'? = Gnumu?
Goum = € @mmBt — 1 — (1 — e *A%) oy y = — (nombre de
Gexact — e—iwexaCtAt — e—lkCAt num u( ) l-ll Ax (

Courant)
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Etude d'un schema numeérique

(‘;: +cC gu — O, Gnum — e_iWAt =1- /J,(]_ — e—’i@), 0 — kALU — 27TA$/)\
X

Sur une grille de calcul :

A>2Az (soit0 < 0 <)

2Ax

0 petit &3 grandes échelles, 8 grand & petites échelles
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Etude d'un schéma numeérique

+1 n

— C7\'num'u']

Etude du facteur d'amplification

Dissipation  Dispersion (changement de phase en un pas de temps)

[uf
J n n
ur = |Gnun| arg(ujH) —arg(u) = arg(Gnum)
j
‘Gexact| =1 arg(Gexact) — _wexactAt = —kcAt
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Etude d'un schéma numeérique

Euler amont Gy =1 — (1 — e_w)

uf
Dissipation ——— = |Gyum|

|uj|

EA:|G]? =1 —2(1 — p)p(1l — cos(h))
Le schéma est stable si |G| <1, VO € [0;]
Gl <1Bdo<pu<i1

Condition CFL (Courant Friedrichs Lewy)

: : arg(Gnum
Dispersion R = 8 )
arg(Gexact)
_ I(G)
argG = arctan R(G) o
- 1 —p sin(6
R(9) = Wexact At arctan 1 — pu(1 — cos(0))
N——

uo
Aux grandes échelles (6 petit) :

R(O)=1—+(1—p)(1—2pn)0%+...
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Etude d'un schema numeérique

Dissipation Dispersion

G| R(#)
1.00 A 1.00
0.7 .7
0.50 + 0.50
0.2 0.2
— =025
(IS LI
) io ' — u=09 _j 79 M



Schémas en temps et schémas en espace : ordre

- . CAt
EA:'u,jJrl =Uj A (u —uj 1)
, < ou ou
Schéma a lI'ordre p en temps et g en espace : Fn +c T O(At?P) + O(Azx?)
£
ou (At)? 9%u ou (Az)? 0%u
L no—= " —
u; _u=7+At8t+ Y o +..up g =l Amaw—i— 5 &Ez—l—...

B EA: (Zu gu O(At') + O(Az'), ordre 1 en temps et 1 en espace.
i

La dissipation et la dispersion peuvent venir a la fois du schéma en temps et du schéma en
espace

Exercice : montrer que le schéma de Lax-Wendroff est a I'ordre 2 en temps et en espace

0%u 82
Utiliser — = ¢* —
(Utiliser v — ¢? 922 )
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Schema spatial

Un schéma décentré dissipe (dissipation implicite)

. . L — s A 1 — QU ua
upwind (amont) ordre 1: e A;L] L UJHZA;] L ; it AZ it
ou Az 0%u
. : : _ Az)2
C'est une approximation de 5 5 952 + O(Ax)
: s Az 07
Equation modifiee : Ou +c8u - of 0u + O(Az)?

ot Ox 2 Ox?
Dissipation (si ¢ > 0).
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Schema spatial

Un schéma décentré dissipe (dissipation implicite)

QUj+1 + 3’LLj — 6’U,j_1 + uj2

upwind ordre 3 :

6Ax
: : ou Azx® 0*u
C'est t d
est une approximation de 9 - TRT
: Azx3 04
Equation modifiée : Ou +c8u e Ou + O(Az)*

ot Ox 12 Oz
Dissipation (si ¢ > 0).
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Etude separee en temps et en espace
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Etude séparee en temps et en espace

On souhaite etudier separemment les actions du schema en temps et du
schéma en espace

Exemples (pour le schema temporel)

du u”tl — yn
Schéma d'Euler : — = F(u,t = F(u™, t"
dt (’U;, )7 At (u Y/ )
u™tl — ou
Sur le transport : — —c—
P At “or

: L . 0
u(z,t) = e'**~“Y et on suppose la dérivation en espace exacte, i.e. B—Z = iku
"t = (1 — ikcAt)u™ = (1 — iwAt)u"
Goum = 1 — iwAt,  |Guum|® = 1 + (wAt)? > 1 B3 Schéma instable

Cest la dissipation du schema décentré en espace qui stabilite le schema Euler amont
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Euler en temps, divers schémas en espace

|
— ulz,t =10

— uq:xlu:l{-t- fj

—— Euler amont
— Lax Wendroff

Euler amontordre 3
| =
-
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Runge-Kutta ordre 2 en temps, divers schémas en espace

|
— ulz,t =0

— ”q;x||..|_-|'::-i‘:'- fj
—— Euler amont

— Lax Wendroff
—— Euleramontordre 3

| T
0.5 A
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Etude séparée en temps et en espace

Exemples (pour le schema temporel)

n+l . n
Schéma 6 : i—? — F(u,t), — = L GF(u™, ") 4 (1 — O)F(u™ )
Schéma implicite pour 6 # 1.
Sur le transport : v = u"™ — cAt (9% +(1— 0)@ )
ox |, oz |1

(144(1 — )wAt)u"™ = (1 — GiwAt)u"

o _ 1 — i0wAt G |? = 1+ 0%(wAt)?
141 - O)wAE’ L 14 (1 - 6)2(wAt)?

schéma stable si 8 < 1/2, schéma neutre (|Guum| = 1) si 6 = 1/2 (Crank Nicholson).

Sous ces conditions sur 6, le schéma est inconditionnellement instable : i.e. |Gpum| < 1, VwAE
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Dissipation et dispersion du schéma 6

Dissipation Dispersion

|G leost)] RlwAt)

— =105
1.00 L.00 +

0.50 4 0.50 4

— d#=105

= f#=10.25

T T T T T T

- #=10 5 10 15 5 10 15
wAE woi

0.8

On utilise un schéma implicite avec un grand pas de temps uniquement quand la précision n’est
pas importante. Sinon compromis entre temps de calcul et précision.



Schemas implicites et résolution d'un systeme linéaire

n+1)

Discrétisation en espace (par exemple en centré ordre 2) :

u"t = 4" — cAt <9%
oz

%
Ox

+ (1 —6)

n

n n n+1 n+1
ou Ujig — Uiy ou Uiy — Ui
oz |, 2Az 7 Oz |, 2Az

Pour aboutir au systeme :

n+1 n+1 n+1
au;"y +du; +buyT = f
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, . . dU
Quelques schémas (explicites) pour o = F(U)

Euler Ul =U™ 4+ AtF(U™) Ordre 1, instable sans diffusion, CFL=1

| o Ordre 2, instable pour la diffusion,
Leap Frog Ur =U"" +2AtF(U") L
mode numerique, CFl=1

n+lx __ n—1 n
u =U"" +24tFR(U7) Ordre 3, modes numeériques,
LF — AM3 1 At 1 -1
unt :U’”LJFEF(5U"+ *+8U" —-U™") CFL=1.5874

n+lx n n
Runge Kutta, v = U"+ A¢F(UT)

At Ordre 2, instable sans diffusion, CFL=1
ordre 2 Ut =U" + 7F(U"+1’* +U™)
A
U=U"+ TtF(U”)
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Schema d'Euler pour la diffusion

ou 0%u
= 00—

ot Ox?’

u(z,t) = e B w = —ok?

Le schéma est stable (|Gpum < 1|) si ck*At < 2

>0
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Quelques schémas (explicites)

Diagrammes de stabilité

dU

Stability regions
3‘ 0 Il L Il L | L L L L | 1 1 L L ] Il L Il

2.0
1.0 -

| Ditfusion
OO 1 upy |- TTT T T T

Im(wAt)

M=
|

<o
|

UP3

_30 ] T T T T T T T T T T T T T
-3.0 2.0 —1.0 0.0 1.0
ur=Re(wAt)

Lemarié et al, 2014, OM




Ordre en espace

Objectif de I'augmentation de l'ordre d'un schema :

® Diminuer les erreurs d’'amortissement et de dispersion
o Au moins lorsque la solution est "reguliere”

o Lorsque le processus est suffisamment bien résolu (i.e. 8 petit (A > Ax))

Remarques
1. Impact de I'augmentation de I'ordre sur la condition de stabilite : plus I'ordre est élevé, plus la
condition de stabilité est contraignante.

2. Augmenter 'ordre du schema ou augmenter la résolution de la grille (diminuer Azx) ?

3. Que faire pres des bords (cotes) ? (Dégradation du schéma)

4. Parallélisation ? (le nombre de ghost cells necessaires augmente avec I'ordre du schema)
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Etude espace temps

Nombre de Courant maximum

Time Integration Scheme

Advection Scheme

2nd 3nd 4nd 5nd 6nd

Leap Frog(e = 0.1) 091 U |066 | U | 0.57
RK2 U 0.9 U | 0.39 U

RK3 1.73 | 1.63 | 1.26 | 1.43 | 1.09
LFAM3 1.57 | 0.85 | 1.15 | 0.9 1.
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Etude espace temps

Nombre de Courant maximum divisée par le nombre d’évaluations du second

membre

Time Integration Scheme

Advection Scheme

2nd 3nd 4nd 5nd 6nd

Leap Frog(e = 0.1) 091 U |066 | U | 0.57
RK?2 U 0.45 U 0.2 U

RK3 0.58 | 0.54 | 0.42 | 0.48 | 0.36
LFAM3 0.79 | 043 | 0.58 | 0.45 | 0.5

34



Extension au 2D (ou plus)

ou ou ou

WJFC”S%JFCya_y:O’ ce > 0,c, >0

: . , At
Si la stabilité du schema 1D est donnée par Conr < max
I
e , At At
alors la stabilité du schema 2D est donnée par c;— + ¢y—— < Lmax
Ax Ay

Sauf si on fait du splitting directionnel ... (i.e. on integre d'abord en x puis en y)

u® —u" ou™
= —c

At T Or

utl — ou®
= —c

At Y Oy

ouona:
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