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Illustrations
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Advection - Introduction
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Advection - Introduction

Klingbeil et al, 2018, Ocean Modelling 5



Transport 1D à vitesse constante - Dissipation / Dispersion

  solution exacte 

Propagation à vitesse constante 

6



Transport 1D à vitesse constante - Dissipation / Dispersion

, solution exacte 

Dissipation
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Transport 1D à vitesse constante - Dissipation / Dispersion

, solution exacte 

Dispersion
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Le schéma Euler amont (EA)

, 

Schéma Euler amont 
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Euler amont (EA) et Lax Wendroff (LW), solution "régulière"

, 

Schéma Euler amont 

Schéma Lax Wendroff 
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Euler amont (EA) et Lax Wendroff (LW), sur un créneau

, 

Schéma Euler amont 

Schéma Lax Wendroff 

 finalement lequel est le plus précis ? 11



Etude d'un schéma numérique
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Etude d'un schéma numérique

 où  la condition initiale.

Solution périodique : ,  nombre d'onde,  longueur d'onde

  

 avec 
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Etude d'un schéma numérique

Différences finies : 

Grille régulière : 

Euler amont :   

Solution exacte Solution numérique

 où  (nombre de

Courant)
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Etude d'un schéma numérique

, 

Sur une grille de calcul :

 (soit )

 petit  grandes échelles,  grand  petites échelles
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Etude d'un schéma numérique

Etude du facteur d'amplification 

Dissipation Dispersion (changement de phase en un pas de temps)
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Etude d'un schéma numérique

Euler amont 

Dissipation Dispersion 

EA : 

Le schéma est stable si 

  

Condition CFL (Courant Friedrichs Lewy)
Aux grandes échelles (  petit) :
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Etude d'un schéma numérique

Dissipation Dispersion
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Schémas en temps et schémas en espace : ordre

EA : 

Schéma à l'ordre  en temps et  en espace : 

 EA : , ordre 1 en temps et 1 en espace.

La dissipation et la dispersion peuvent venir à la fois du schéma en temps et du schéma en
espace

Exercice : montrer que le schéma de Lax-Wendroff est à l’ordre 2 en temps et en espace

(Utiliser )
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Schéma spatial
Un schéma décentré dissipe (dissipation implicite)

upwind (amont) ordre 1 : 

C'est une approximation de 

Equation modifiée : 

 Dissipation (si ).
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Schéma spatial
Un schéma décentré dissipe (dissipation implicite)

upwind ordre 3 : 

C'est une approximation de 

Equation modifiée : 

 Dissipation (si ).
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Etude séparée en temps et en espace
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Etude séparée en temps et en espace

On souhaite étudier séparemment les actions du schema en temps et du
schéma en espace

Exemples (pour le schema temporel)

Schéma d'Euler : 

Sur le transport : 

 et on suppose la dérivation en espace exacte, i.e. 

  Schéma instable

C’est la dissipation du schema décentré en espace qui stabilite le schema Euler amont
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Euler en temps, divers schémas en espace
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Runge-Kutta ordre 2 en temps, divers schémas en espace
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Etude séparée en temps et en espace

Exemples (pour le schema temporel)

Schéma  : 

Schéma implicite pour .

Sur le transport : 

 schéma stable si , schéma neutre ( ) si  (Crank Nicholson).

Sous ces conditions sur , le schéma est inconditionnellement instable : i.e. 
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Dissipation et dispersion du schéma 

Dissipation Dispersion

On utilise un schéma implicite avec un grand pas de temps uniquement quand la précision n’est
pas importante. Sinon compromis entre temps de calcul et précision.
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Schémas implicites et résolution d'un système linéaire

Discrétisation en espace (par exemple en centré ordre 2) :

Pour aboutir au système :

28



Quelques schémas (explicites) pour 

Euler Ordre 1, instable sans diffusion, CFL=1

Leap Frog
Ordre 2, instable pour la diffusion,
mode numérique, CFl=1

LF – AM3
Ordre 3, modes numériques,
CFL=1.5874

Runge Kutta,
ordre 2

Ordre 2, instable sans diffusion, CFL=1

R K tt
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Schéma d'Euler pour la diffusion

  

Euler : 

.

 Le schéma est stable ( ) si 
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Quelques schémas (explicites)

Diagrammes de stabilité

ù

Lemarié et al, 2014, OM 31



Ordre en espace

Objectif de l’augmentation de l’ordre d’un schema :
Diminuer les erreurs d’amortissement et de dispersion

Au moins lorsque la solution est "régulière"

Lorsque le processus est suffisamment bien résolu (i.e.  petit ( ))

Remarques
1. Impact de l’augmentation de l’ordre sur la condition de stabilité : plus l'ordre est élevé, plus la

condition de stabilité est contraignante.

2. Augmenter l’ordre du schema ou augmenter la résolution de la grille (diminuer ) ?
3. Que faire près des bords (côtes) ? (Dégradation du schéma)

4. Parallélisation ? (le nombre de ghost cells nécessaires augmente avec l’ordre du schema)
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Etude espace temps

Nombre de Courant maximum
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Etude espace temps

Nombre de Courant maximum divisé par le nombre d’évaluations du second
membre
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Extension au 2D (ou plus)

Si la stabilité du schema 1D est donnée par 

alors la stabilité du schema 2D est donnée par 

Sauf si on fait du splitting directionnel … (i.e. on intègre d’abord en x puis en y)

où on a :
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