Processus Gaussiens en Apprentissage Machine

1. Définition du processus gaussien
Soit une fonction f : R — R distribuée selon un processus gaussien :

[ ~GP(0,kx(z,2"))

ou ky(z,z’) est un noyau de covariance, ici le noyau exponentiel classique
(RBF) :
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2. Distribution conjointe en 2 ou 3 points

Supposons que 1’on observe les valeurs de la fonction aux points z1, €3, 3, on
note :

ou la matrice de covariance est :

k(ml,xl) k(x17x2) k($1,$3)
K= k‘(.’lﬁg,l‘l) k‘(.’L‘Q,l‘Q) k($2,$3)
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3. Distribution conditionnelle

Soit x, un nouveau point pour lequel on souhaite prédire f, = f(z.), en con-
naissant les valeurs de f aux points x1,...,Z,.
On note :

f(x1)
° ftrain = :
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La distribution conjointe est :
ftrain 0 Ktrain k*
iRl )

o Ki..in € R"*", la matrice de covariance entre les points d’entrainement.

avec :
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Alors la loi conditionnelle de f, sachant fy,.;, est :

f* ‘ ftrain ~ N(N*aai)

avec :
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4. Exemple numérique (configuration)

Soient, :
xry = Oa fl = f(O)
z2=1, fo=f(1)
., = 0.5
Alors :
_|h
o ftraln - |:f2:|
_ |k(0,0) k(0,1)
° Ktrain - |:/4J( ,O k(l,l):|
(0.5,0)
¢ k= [ k(0.5, 1]

o k., =k(0.5,05) =1



section*5. Variance conditionnelle en un point observé

Supposons que 1’on observe la valeur de la fonction f en un point x;, c’est-
a-dire que f(x;) fait partie de fiam, et que 'on cherche & prédire f, = f(z;),
soit le méme point.

Dans ce cas, la variance conditionnelle du processus gaussien est donnée par

Var[f () | firain] = k(i 2:) — k] K, ki
Mais ici :
e k; est la i-eme colonne (ou ligne) de Kiyain
e Donc k; = Ky,ain€;, o €; est le vecteur unité de la base canonique
e Ainsi:
k;th:iinki = (e;rK;l;ain)Kt;iin(Ktrainei) = e;rei =1
(puisque K1 Kipain = 1)

train

Donec :

Var[f(xl) | ftrain] = k(lﬁ,lﬁ) —1=0

Conclusion : la variance conditionnelle est nulle si 'on prédit la valeur de
f en un point x; déja observé. Cela reflete le fait que le processus gaussien
interpole parfaitement les données d’entrainement (en I’absence de bruit).



