Paramétrisation de la dynamique de population de poches :
formulation cinétique en rayons

JLJ - JYG 4 juin 2025

Premiére tentative d’écriture d'un modele de dynamique de population de poches froides
dans une formulation cinétique ou la variable d’état des poches est le rayon (notée r) et non
I’aire.

1 Modéle cinétique décrivant I’évolution de populations
de poches actives et inactives

1.1 Principes

L’objet d’étude est une population de poches froides, caractérisées chacunes par son rayon

variables

— grandeur d’intérét : f(r, t) = densité spatiale de poches ayant un rayon r a dr pres. f
est un nombre de poches par m? d’espace et par m de rayon.

— Les poches naissent avec un rayon ry; comme elles ne peuvent que grandir, il s’agit
de leur rayon minimum. Il n’y a pas de limite supérieure a leur taille. Le domaine de
variation de r sera désigné par :

~

Q = [rg, 00|

— La densité totale de poches est donnée par :

/frt

— Les poches actives et inactives ont des densités fA r,t) et fI(r t) avec :

0 :/:};(r, Ddr / For 1)

Equations générales

Equations de bilan d’un domaine Q r = [r1,7e), avec r1 # 1. Il s’agit la d’établir les
équations valables dans l'intérieur de |rg, 400], a 'exclusion de la frontiére. Le cas ou Qg
touche la frontiére du domaine reléve de la question des conditions & la limite.



Na(t) = [ Fa(r,t)ds

fm f[ r, t
Pour chacune des populations A et I, on écrit :
dN
- = [disparition] + [apparition] + [flux aux frontieres]
dN 4
e I (5G)2 + (“%*)s (2)
dNy
I = (% + (8)2 + (41)s

— Disparitions, supposées linéaires en f4 et f; :

Oy = [T

(), - / L R

(3)

dt

Pour un intervalle de temps dt, % peut s’interpréter comme la probabilité, pour une
poche active de rayon r, de disparaitre pendant cet intervalle de temps. Les équations
(3) peuvent alors se lire comme :
[nbre de disparitions pendant 4t
f[r ) AT [probabilité individuelle de disparition| x [nbre de poches dans [r, r+dr|| .
Apparltlons représentées par des termes sources représentant l’effet des rencontres

entre poches :
dAN4(t 2
(), = [Csatrnin

(4)

dNy(t 2
i = [Ty
Flux aux frontiéres, liés au taux de croissances des poches :
AN (t — —~
@0y, — Bt oatrat) — Falra, atra 1)

dNy(t )
(@O, = o, urtrr, 1) — Filra st 1)

ot va(r,t) et vy(r,t) sont les vitesse d’accroissement des rayons r des poches actives et

inactives a l'instant ¢. On peut remplacer les differences des seconds membres par des
intégrales des dérivées :

(@l —/ ~0u(Tar va(r, )dr

dNI

( / —0( fI r,t)vr(r,t))dr

2



ou 0O, désigne la dérivation partielle par rapport a r.

Noter que les vitesses v4(r, t) et vy(r,t) sont reliées aux vitesse d’étalement c4(r,t) et ¢;(r,t)
par :

va(r,t) = ca(r,t) vr(r,t) = ci(r,t)

Au total, on obtient :

/3th7’td7“+/afA7’t)UATt fA(rtdr—l—/SArtd

-5
/atflrtdr+/8f1rtvlrt /
(7)

et comme ceci est vrai quels que soient r; et ry, les équations d’évolution sur |rg, +oo]
s’écrivent :

1(r,t)dr + / Si(r,t)dr

1

0(far,0) + 0.(Ja(ra(rt)) = ———5a,t) + Salrt)

O(fr(r,t) + On(Jrlr,tur(r,t) = —=——=Fi(r,t) + Si(r,1)

71(r, t)

1.2 Modéles couplés d’évolution des populations de poches actives
et inactives

Disparitions

Les poches disparaissent par deux processus : les rencontres avec d’autres poches et la
mort spontanée. La mort des poches libres est représentée par les durées de vie 77y et 77.

Pour une poche active donnée de rayon rq, la probabilité de disparition pendant un
intervalle de temps 0t est égale au nombre de poches qui vont toucher le disque de la poche
considérée pendant dt. Les poches actives de rayon r, qui vont rencontrer la poches de
rayon r; sont celles dont le centre est dans la couronne de rayon r; + ry et d’épaisseur
(ca(ri,t) 4+ ca(ra, t))ot. L'aire da; de cette couronne est :

dai(re) = 2m(ry +1a) (ca(ri,t) + ca(ra, t))ot

Comme da;(r9) ne dépend que de ry, le nombre de rencontres de la poche de rayon r; avec des
poches actives pendant 0t (et donc, pour 0t suffisamment petit, la probabilité de rencontre)
s’écrit :

5711 = ﬁ?”g 5@1(7"2)?;(7’2, t)

Q

Le taux de disparition des poches actives par rencontre avec des poches actives s’écrit
derng ro,1)(2m(r1 + 12) (ca(r1,t) 4+ ca(r2,t))). Finalement, en faisant le méme raison-
nement pour les rencontres Al et II, on arrive aux taux de disparition des poches actives et



FIGURE 1 — Schéma de la couronne des centres des poches de rayon Ry qui vont toucher
la poche A de rayon R; pendant un intervalle de temps dt. La poche A est de rayon R;
au debut de l'intervalle temporel (bord de A représenté en bleu) et de rayon R; + C.0t &
la fin de l'intervalle (bord de A représenté en rouge). Les poches B et C sont de rayon Ry
au debut de lintervalle temporel (bords dessinés en bleu) et de rayon Ry + C.dt & la fin
de l'intervalle (bords dessinés en rouge). B est la poche la plus proche de A rencontrant A
pendant 'intervalle temporel ; la distance entre les centres de A et de B est R + R. C est la
poche la plus éloignée de A rencontrant A pendant l'intervalle temporel ; la distance entre
les centres de A et de C est Ry + Ry 4+ 2C.,0t. L’ensemble des centres des poches de rayon Ry
rencontrant A pendant 6t est la couronne hachurée comprise entre les cercles concentriques
avec A de rayons Ry + Ry et Ry + Ry + 2C,0t. Son aire est 4w (R; + Rs)C\6t.



mnactives :

L= [T [ R
—— = — - A(rg, t)dry — - ro,t)dry — =
7r(r,t) ro  T(r,72) ? ’ o T(r,m32) e 2 ()

Soit : ) ) . ) )
= = = (r,r2) = =—(ri,m2) = =—(r1,m2) = = (r1,72) (10)

T(ri,m2)  Tar Tr4 TaA i1
Si on fait 'hypothése diluée et si on suppose que les vitesses d’¢talement sont uniquement

fonction de l'aire (ca(r,t) = cf(r,t) = G(r)), alors 7 est donné par :

1
= =2m(r1 + r2)(G(r1) + G(r2)) (11)
7(ry,12)

En particulier, pour une vitesse d’étalement uniforme (et égale a C,) G(r) s’écrit :

G@r) = C,

Les équations (9) s’écrivent maintenant :

1 too — ~ 1
RGO _/m 3, r2)(f*‘(r2’t) = filra,1))drs = (1)
(12)
1 oo 1 — ~ 1
_ﬁ(r, t) - /ro 7:'(7", T9) (Falra, )+ fi(ra, 9))drz = W

Sources

Les poches actives ont pour source les rencontres entre poches et les naissances de poches
(liées aux naissances de cumulonimbus et aux collisions entre poches inactives). Les nais-
sances se font toutes avec un rayon rq; elles interviennent dans la condition a la limite en
ro. Dans cette partie on ne considére que les sources internes au domaine, c’est-a-dire celles
liées aux rencontres entre poches.

Source de poches actives. On a une fréquence de rencontre qui donne évidemment au-
tant de disparitions que de poches entrant dans les rencontres. Et il y a autant d’apparitions
que de rencontres (ne pas oublier que ces apparitions sont toutes des poches actives). Ces
apparitions se répartissent dans un spectre d’aires de poches. On désigne par W (r|ry,ry) la
densité de probabilité du rayon r de la poche résultant de la rencontre entre deux poches de
rayons 71 et 9, cette densité étant normalisée a 1 :

[dr W(rlry,rs) = 1.
Q
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Soit [%Neat] ]e taux de rencontre. La source en r de poches actives s’écrit :

oty 1) (13)

Sa(r,t) = /A ridry Werlry, m2)|
QQ
11 reste & évaluer [2eel](ry,r5) : on va exprimer ce taux de rencontre en fonction des taux
de disparition en distingant les deux types de rencontres AA et AI. Pour les rencontres AA,
il y a deux disparitions de poches actives par rencontre ; pour les rencontres Al, il y a une
disparition de poche active par rencontre :

chol cholAA cholAI

[ 0t J(r1,m2) = [T](Tlﬂ“z) + [ It J(r1,72)

dNg, 1 1 — —

[#](Tlﬂ“z) =3 mfA(Tht)fA(T%t) (14)
cholAI

)

;(7"1, T9)

[ di J(r1,72)

Finalement, la source S(r,t) s’ecrit :

1 —_~ —~
—fa(r1,t) fa(rs, t)
T\T1,7T2

1 —_
Sa(r,t) = 5/Adrldrg Wr|ry,rs)
QZ

;}Z(Tb t)ﬁ(r% t)

7:' 1, 7‘2)

+ /drldrg /W(r]rl, )
02
Les probabilités W sont données par :

W(rlr,rs) = 6(r — \/r2 +12) (16)

Source de poches inactives. Les poches inactives ont pour source les morts des poches
actives :

Si(r,t) = Falr,t) (17)

7h(r,t)
Flux aux frontiéres

Le débit d’apparition de poches en r( est la somme de deux termes : le taux de naissance
de cumulonimbus issus des thermiques B(t) (chaque nouveau cumulonimbus étant supposé
donner une nouvelle poches de rayon ) et le taux de naissance de cumulonimbus issus des
collisions de poches inactives. Ce débit d’apparition en 7y se transforme en un flux de poches
actives croissant a partir de rq :

_ 1 1 - -
Glro)Falm) = B) + 5 [dridrs == Fi(rs,0)fs(r2.1) (18)
2 02 T(Tla T?)
En revanche, le flux de poches inactives en ry est nul :
G(ro) fi(ro) = 0 (19)



Equations d’évolution sur |ry, +oo|

T2
Q

7:'(7", Ty

En regroupant tous les termes on obtient le systéme d’équations :
([ 0(fa(r,1)) + O (falr,t)G(r))
-

(Falra,t) + Fr(ra, ) +
+ /Adrldrg /W(T|T’1, T9)
QQ

,f_/

A(Ta t)]fA(Ta t)

1~
7:'(7“1, T2) (éfA(rl’ t
B, (fi(r,t)) + axf;}(r,t)@(r))
=

Vfa(ra,t) + Fa(ri,t) fr(ra,t))
(Fa(ra,t) + fi(ra,t)) +

Ty
avec les conditions aux limites :

G(ro)fa(ro) = B(t) + ! /Q drydry

1 ~ .
K < fr(r,t) fr(ra, t)
7(r1,72) (21)
=0
1.3 Et maintenant
Il reste & préciser des paramétrisations pour 77y et pour 77.
2 Premiers moments

rafales

équations d’évolution des popu-
lations de poches et de leurs longueurs de fronts de
totales A et [

2.1 Premier moment : modéle macro des évolutions des populations
Le principe est d’intégrer sur r les équations (20)

D’abord, on intégre (15) et on utilise la propriété

[dr /W(r]rl,rg) =1
0

7

(20)



mailntenant

Ol

1
fA(T lf)fA(Tg, ) /dT fA(T t)
A( ) )
et 'intégrale du premier membre peut s’exprimer en fonction des conditions aux limites
(

L’ensemble des équations pour les populations totales de poches actives et inactives s’écrit
A — B(t)

= fr(ri, ) fr(re,t)
T(Tl,T'Q)
= — /\d’l“ld’l“g 1

Il vient

1
/dr Salr,t) = = /drldrg
o 2

7;:(7”1, (]

/ dridrsy

fa(ri,t) fa(ra,t)
1 .
7(r1, 79
L’intégration de 1'équation (20) donne alors, pour les poches actives
oA+ [dr 0.(7ar)C.)
Q

fA(Tht)fI(r?at)
r)C,
= —[/ﬁcj?“d’l"g !

T(r, 19

-~

(Fa(ra,t) + Fr(ra, 1)) falr,t) +
+% /ﬁéirler = !

Fa(re, 6) fa(ra, 1)
7(r1,72)
/d?”ldTQ !

QQ

1
/er Ta(r,t) fA(T 2

};(7’1, t)f[(?’g, )
7(r1,72)

O, A +

[ dr 0,(fa(r)C.)
[9]
11
= — | dridr
/ .

Du coup, les termes en f4fr se compensent et il reste

7(r,12)

(24)

1
— — [drid
2/?22T1T2

~

~

Q2

2 A

(T1, 7’2) fA(Th t)fA(T% )

S~

dr —

e t)fA(T 1)

= — [/dTl d?"g
02

\

Q

- [ar

7A' 1,72

~/

(25)
(fa(ry, )fI(T2,t)+J/C}(7”17 )J?I(Tm )
~ 1
T 0+ [ g

8

(22)



Diverses intégrales doubles relatives a des paires de poches apparaissent dans ces équa-
tions. En désignant par Jxy l'intégrale double relative a une paire de poches de catégories
X et Y (X pouvant étre A ou I, et de méme pour Y'), ces intégrales sont de la forme :

1 — — 1
JXY == /d’f’ld’f'g :—fx(Tl, t)fy(?"g,t) avec =
02 T(T1,T2 (11, 12)

= 4m(r; + 12)C, (26)

En tenant compte de I'égalité [5dr f/\X(r) = X, Jxy peut s’ecrire :

Tey = 4C.[( / dry 7 Fx ()Y + ( / dry 7oy (2))X]

Q

Les rayons moyens pour les catégories X et Y s’écrivent :

1 —_~
Tx = X/ﬁdrrfx(r)
(27)
1 —~
v = g [drei)
Alors, Jxy s’écrit simplement :

Pour achever I’écriture des équations en termes de variables intégrales, il reste a introduire
les temps de vie inverses moyens :

1 1 1 —
= — |d 29
= = % LT ko) (29)
Finalemant, les équations (25) s’écrivent :
A
A — B(t) — 4nC.I°T] = —4nC A’Tf — =
TA
(30)
o 9 I A
Ol = —AnC,AI(T4 +77) — 4nC I (2T]) — = + =
T Ty
ou encore, en réarrangeant un peu les termes :
A
TA
(31)
TA+TT A T
o0 = —8rC.(AIAT ey 2 2
T ]

Correspondance avec le modéle macro

L’équation de D s’obtient en sommant les deux équations (31) :

AT, 1

8D = B — dnC. (%] + A%F7) + 2A1 )-= (32)




Mais 1?77 + A%T4 + AI(T4 +77) = (A+ I)(A74 + I77). En notant que A+ 1 = D et que
Aty + Ir; = Dr, ou T designe le rayon moyen, I’équation de D s’écrit :

I

oD = B —4nC.D*r — (33)

>

~x

Cette équation correspond exactement a ’équation (5) de la note du modeéle macro, récrite
ici :

D—-A
0D = B— fD*— —— avec f=4rC.,r (34)
I
& condition d’y substituer 7 a r et 77 a 7.

L’équation de A est un peu différente du fait de la présence de deux rayons. Dans le
modeéle macro, elle s’ecrit :

A = B(t)+4nC.(I*r — A%r) — ? (35)
A

Cette équation différe de 'équation (31) relative a A par la substitution de 74 a 7/, et par la
substitution de r a 77 (en facteur de I?) et 4 74 (en facteur de A?).

En conclusion, ce modéle cinétique redonne, aprés intégration sur le spectre de rayons,
un modeéle proche du modéle macro originel, & ceci prés que les rayons moyens de chaque
catégorie de poches interviennent séparemment dans le nouveau modéle.

Prochaine étape : faire un modéle macro a deux rayons.

2.2 Deuxiéme moment : équations d’évolution des longueurs de
fronts de rafales

2.2.1 Equation de 0;Lga

Le principe est d’intégrer sur r les équations rx(20) en utilisant Lga = 27 [5dr rfa(r).
D’abord, on intégre rx(15), en utilisant la propriété :

/Adr TW(r\rl,m) = /7?7 + 13
Q
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Il vient :

~ 1
/drTSA(r,t) = = / ridry \/T3 + 13
0 2 Jae

1 —_ ~
+[ 7’1d7’2 7“%—'—7“%: fA(T’l,t)f[(Tz,t)
02

~ E(Tbt)ﬁ(r%t)
7(r1,79)

(36)
+ [dridry /72 + 72 AnC(ry + 1 ?\r,t]/”\r,t
[dridra \Ji% 13 47C. 1+ o) Far 07 )

= / r1dry ri + 7’% 47TC*T1E(TI> t)?;(r% t)

QQ

:

~

+ /fi’l“ﬂi’l“g r? + 12 4nC.(ry + TQ)ﬁ(Tl,t)f[(Tz, t)
QQ

:

L’intégration de I’équation rx(20) donne alors, pour les poches actives :
arad) + [ drr o, (Far)C.
O

= [ [drdrs 4xC.frr + mra(Fatrat) + Bl ) Fatrat) + [ dr

+ [drldrg 477'0*\/ 7’% + T%rlfA(Tlvt)fA(TQJ t)
02

+ /Ad’f’ldrg 47TC*\/ 7’% + T%(Tl + 7’2)?20117 t)‘]?[<7’2, t)
02

L’intégrande dans le membre de gauche peut s’écrire
rO,(Fa(r)C) = 0,(rfa(r)C.) = fa(r)C.
et 'intégrale du terme en J, s’exprime en fonction des conditions aux limites :
—_~ 1 ~ ~ —~
/Adrr&n(fA(r)C’*) = —ryB — éro/A ridrodnCu(ry +12) f1(r1) f1(r2) — /AfA(T)O*
Q 02 Q

D'ou :

Falr,t)]

1 T - —~
_8tLGA — ToB — —0 AdT'1d7"247TC* (7”1 + T'Q)f[(?"l)f[(T‘Q) — AC*
27T 2 Q2

_ /(A2 dradry 47C,(ry + ) Ta(m) (Fa(ra) + Fr(ra)) + /ﬁ dr %};(m
+ Jdridr A1+ 7 ARCuri falri) a(ra) + / drydry /7 + 73 47C(r 4 12) Fa(ra) ()

(38)
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Il y a six intégrales & calculer que nous dénotons Ty, Ta, T3, Ta, T5 et Tg :

1
%@LGA—TOB—ﬂ—AC*Z—[7§+7§+7Z]+7E+78 (39)

-~

, ~
T = 50 Ad’["ldTQ 47TC*(7“1—|—7"2)f1(7“1)fI(7“2)
QQ

Q

Ty = /drldrg A7 Cy(r + 7“2)7’1?2(7"1)?;(7“2)

QQ

T3 = / ridry 4mCy(r +72)7’1};(7"1)E(T2)

T = [dr 5 Fa

g 7ar)

Ts = /drdr \/7’2—1-7“24%0*7"?\7“ ?\r
5 §212 1 2 IA(I)A(Q)

T:/drdr 12 4+ 72 470, (r1 + 12) falr) fr(r
6 A 2\/71 + 73 (11 +72) falry) f1(r2)

Nous allons examiner ces divers termes en commencant par 7; et 74 et en poursuivant par
les paires [Tz, Ts| puis [Tz, Te.

— Le premier terme s’exprime directement en fonction du rayon moyen 77y :
Ti = 4nC.I*Trrg (41)

— Le quatriéme terme ameéne 'introduction d’'un nouveau temps d’atténuation :

1 1 roo—~
7 = ma kY B
ce qui donne :
— 1 Lga
= 55

a est le temps d’atténuation moyen de Lga.

— Le deuxiéme terme 75 represente le puits lié aux rencontres A— A alors que le cinquiéme
T5 represente la source liée a ces mémes rencontres. La différence entre ces deux termes
représente donc 'effet net des rencontres A — A sur ’evolution de Lg4. Pour écrire cet
effet net nous allons récrire 75 et T5 sous leur forme symétrique en ry et ry :

1

7—2 = 5 /\d?"ldrg (Tl + TQ) 471'0*(7"1 + TQ)E(rl)E(TZ)
02

] PO
T = 5 /AdﬁdT'Q 12+ 13 AwCu(ry + 12) fa(r1) fa(rz)
a

2
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Il vient :

TomTo = 5 [dndr 4mC.(r+ m)ly/r +18 = (a4 )] Fatr) )

(43)
1 —2rr o\
= —/\dTldT’Q ArCy(r + 79) — L2 Ja(ri) fa(ra)
2 Jao 1 +T2+(T1+T2)
Finalement,
172
T =T = /drldrg AnCy—F—— fA(Tl)fA(TQ) (44)
\/rir?
L+ 7‘1-1&-7"22

— Le troisiéme terme 73 représente le puits lié aux rencontre A — I alors que le sixieme
Te represente la source liée & ces mémes rencontres. La différence entre ces deux termes
représente donc l'effet net des rencontres A — I sur 'evolution de Lg,. Pour écrire
cet effet, nous allons ajouter un terme & 73 pour lui donner une forme symétrique
(semblable a celle de Ts) et nous retrancherons ce terme ensuite :

1 —~ o~
75 = 5 /\drldrg (7’1 + 7’2) 471'0*(7’1 + TQ)fA(Tl)f[(TQ)
Q2
1
2 /d?“ldrg (7”1 + T'Q) 471'0 T'QfA(T’l)f](Tg) (45)
76 = /d?"ldT'Q 7"% + 7"% 471'0*(7“1 =+ Tg)ﬁ(?ﬁ)ﬁ@b)
Il vient :
T172 - -~ _ 5
T3 = — [drdry 4nC————2— 2rC Al ?
Ts — T3 /ﬁzrl ro 4T 1_’_\/@ fa(r) fi(rs) + 27 [Ta 71 + 73] (46)
r1+7r2
Au total :
a A L Loa dryd v
—0,Lga = 10B + 4nC I*Try + AC, QWT - §2T1 T2 47TC*W fA(Tl)fA(Tz)
r1+r2
r1Tre N
— | dridry 4 C*—
/627“1 ro AT v Falr) fi(ra)
i r1+r2
+ 2w CLAI[FA T + 1]
(47)
Notes On peut montrer que, pour ry et ro positifs :
\/7“1 + 732
48
2 - T+ 7o ( )
On en déduit : \/_
1 1 2
< < 2(1 = 1= 4
5 = Nzr: ( 5 ) 0.586 (49)
1+ r1+7r2
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Si on fait ’approximation :

1 1
— X~ 5 (50)
T‘%+T% 2
1+ ri+r2
I’équation d’évolution de Lg4 devient :
1 Y - 9__ 1 Lga 22
—0iLga = 1oB + 4nC.I°rrg + AC, — ——— —21C, AT,
7 7 7 65

+ 2nC, Alr2

2.2.2 Equation de 0;Lg;
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